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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå ðîññèéñêèå âóçû ïåðåøëè íà
äâóõñòóïåí÷àòóþ ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ è ïðåäëàãàþò ïðîãðàììû
ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè «Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ».
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ïî ðàçðàáîòêå òàêèõ ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé êðàéíå âàæíû. Â ðàì-
êàõ ïðîãðàììû TEMPUS-TACIS ñîòðóäíèêàìè ýêîíîìè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÍÃÓ ïîäãîòîâëåíû ïîñîáèÿ, â òîì ÷èñëå, è ïî ðÿäó äèñ-
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ýòîìó â êíèãå ìíîãî ìåñòà óäåëåíî ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñêîìó
îáîñíîâàíèþ ìîäåëåé èçó÷àåìûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ìå-
òîäîâ èõ àíàëèçà.
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âòîðîé ñòóïåíè äîëæíû îòðàæàòü ñðàâíèòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà
âóçà, ñïåöèàëèçàöèþ åãî ñîòðóäíèêîâ, è ïîýòîìó ìîãóò ñèëüíî
îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. Âìåñòå ñ òåì, ðàçëè÷èÿ íå äîëæíû áûòü
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ìèêà, ìàêðîýêîíîìèêà, ýêîíîìåòðèêà. Ïîýòîìó, êàê äóìàåòñÿ,
äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå îêàæåòñÿ ïîëåçíûì â ïðåïîäàâàíèè
ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ êóðñîâ íà ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ ìíî-
ãèõ âóçîâ Ðîññèè.
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Введение
Äàííîå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ÷àñòü ó÷åáíèêà

ïî ìåòîäàì ìèêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà, îðèåíòèðîâàííîãî íà
ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ ïåðâîé ñòóïåíè îáó÷åíèÿ è ìàãèñòðàí-
òîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â ýêîíîìè-
÷åñêîé òåîðèè.

Îíî ïîñâÿùåíî ìåòîäàì àíàëèçà íåñîâåðøåííîé êîíêóðåí-
öèè — ñèòóàöèè, êîãäà ó÷àñòíèêè îáìåíà îáëàäàþò ðûíî÷íîé
âëàñòüþ, òî åñòü ñïîñîáíîñòüþ âëèÿòü íà óñëîâèÿ ñäåëîê, â êîòî-
ðûõ îíè ó÷àñòâóþò. Òàêàÿ íàïðàâëåííîñòü ïîñîáèÿ îñòàâëÿåò âíå
åãî ðàìîê  ìíîãèå äðóãèå ñèòóàöèè ðûíî÷íûõ íåñîâåðøåíñòâ, â
÷àñòíîñòè âíåøíèå âëèÿíèÿ, îáùåñòâåííûå áëàãà, íåñèììåòðè÷-
íóþ èíôîðìèðîâàííîñòü ó÷àñòíèêîâ ñäåëêè îá åå óñëîâèÿõ. Ýòè
òåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì  ïîñëåäóþùèõ ÷àñòåé ó÷åáíîãî ïîñî-
áèÿ.  Êðîìå òîãî, â äàííîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðûíî÷íàÿ îðãàíèçàöèÿ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ýêçîãåííî çàäàííîé. Îáúÿñíåíèå ðàçëè÷íûõ ðû-
íî÷íûõ ñòðóêòóð — òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ñëåäóþùèõ ÷àñòåé
ïîñîáèÿ.

Ïîñêîëüêó ïðè àíàëèçå ðûíî÷íûõ íåñîâåðøåíñòâ â öåíòðå
âíèìàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñòðàòåãè÷åñêîå ïîâåäåíèå ó÷àñòíèêîâ, îá-
ëàäàþùèõ ðûíî÷íîé âëàñòüþ, ïîñîáèå îòêðûâàåò ãëàâà «Ýëåìåí-
òû òåîðèè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð», ïîñâÿùåííàÿ ìåòîäàì àíàëèçà
òàêîãî ïîâåäåíèÿ.

Èçëîæåíèå ìåòîäîâ àíàëèçà ñèòóàöèé ñ íåñîâåðøåííîé êîí-
êóðåíöèåé óìåñòíî íà÷èíàòü ñ íàèáîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé — ìî-
äåëåé ÷àñòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà
ðàññìîòðåíèþ òàê íàçûâàåìûõ êâàçèëèíåéíûõ ýêîíîìèê, êîãäà
òàêîé àíàëèç ðûíêîâ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ñîáñòâåííî ìåòîäû
àíàëèçà íåñîâåðøåííûõ ðûíêîâ — ìîíîïîëèè è îëèãîïîëèè. Ìû
îáðàùàåì âíèìàíèå ïðåæäå âñåãî íà ìåòîäû àíàëèçà ïîñëåäñò-
âèé òîé èëè èíîé îðãàíèçàöèè ðûíêà â òåðìèíàõ óðîâíåé áëàãî-
ñîñòîÿíèÿ.

Â êàæäîì ïàðàãðàôå ïîñîáèÿ ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè — ýòî âàðèàíòû óò-
âåðæäåíèé èç îñíîâíîãî òåêñòà ïîñîáèÿ, êîòîðûå, êàê ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ, âàæíû äëÿ  óñïåøíîãî îâëàäåíèÿ ìåòîäàìè ìèêðîýêîíî-
ìè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà ÷èòàòåëÿ, îáëàäàþùåãî èçâåñòíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðîé, êîòîðóþ åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü ó

ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñè-
òåòîâ, êîìó ïðåæäå âñåãî è àäðåñîâàíî ïîñîáèå.

Àâòîðû áóäóò áëàãîäàðíû çà ëþáûå çàìå÷àíèÿ ïî ñòðóêòóðå è
ñîäåðæàíèþ êóðñà;  èõ ìîæíî ïðèñûëàòü ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñó
busygin@ieie.nsc.ru .

Àâòîðû
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ НЕКООПЕРАТИВНЫХ ИГР

Введение
Òåîðèÿ èãð àíàëèçèðóåò ïðèíÿòèå ðåøåíèé ýêîíîìè÷åñêèìè

ñóáúåêòàìè (íàçûâàåìûìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâèâøåéñÿ
òðàäèöèåé, èãðîêàìè) â ñèòóàöèÿõ,  êîãäà íà ðåçóëüòàò ýòèõ ðå-
øåíèé îêàçûâàþò âëèÿíèå äåéñòâèÿ, ïðåäïðèíèìàåìûå äðóãèìè
ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè. Òàêèå ñèòóàöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü
играми.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ èãð ïðîíèêëà ïðàêòè÷åñêè âî âñå
îáëàñòè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè — â ýêîíîìèêó îáùåñòâåííîãî
ñåêòîðà, ýêîíîìèêó òðóäà, â òåîðèþ îòðàñëåâûõ ðûíêîâ, ìåæäó-
íàðîäíóþ ýêîíîìèêó, ìàêðîýêîíîìèêó è ò.ä. Êàê îêàçàëîñü, èñ-
ñëåäîâàòåëè, çàíèìàâøèåñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ýêîíîìè÷åñêèõ è
ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé, ïðåäëàãàëè ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ
òåìè èëè èíûìè êîíöåïöèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè
èãð, åùå äî òîãî, êàê ýòè êîíöåïöèè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â
ÿâíîì âèäå è âîøëè â èíñòðóìåíòàðèé òåîðèè èãð. Ïðèâåäåì
ëèøü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ: ìîäåëè îëèãîïîëèè (À. Êóðíî, Æ.
Áåðòðàí, Ã. Øòàêåëüáåðã), ìîäåëü ðûíêà «ëèìîíîâ» (Äæ. Àêåð-
ëîâ), ìîäåëü ñèãíàëèçèðîâàíèÿ íà ðûíêå òðóäà (Ì. Ñïåíñ), àíà-
ëèç àóêöèîíîâ â óñëîâèÿõ íåïîëíîé èíôîðìàöèè (Ó. Âèêðè). Ýòî
ñîâïàäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî ñëó÷àéíûì. Ôàêòè÷åñêè ïðåäëà-
ãàåìûå ðåøåíèÿ îêàçûâàëèñü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì  ëåæà-
ùèõ â îñíîâå ñîâðåìåííîé íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîíÿòèÿ ðà-
öèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

Íåîêëàññè÷åñêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïèðàåòñÿ íà ëîãè-
êó, êîòîðîé ðóêîâîäñòâóþòñÿ ëþäè, îñóùåñòâëÿÿ âûáîð â ñàìûõ
ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Ïîêóïàÿ òå èëè èíûå
òîâàðû, ïîñòóïàÿ ó÷èòüñÿ â óíèâåðñèòåò, ãîëîñóÿ çà òó èëè èíóþ
ïàðòèþ, ðåøàÿ âñòóïèòü â áðàê è äàæå ñîâåðøàÿ ïðåñòóïëåíèÿ
ëþäè âûáèðàþò èç äâóõ èëè áîëåå àëüòåðíàòèâ èñõîäÿ èç ñâîèõ
ïðåäïî÷òåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â îñíîâå íåîêëàññè÷åñêîé ýêî-
íîìè÷åñêîé òåîðèè ëåæèò óáåæäåíèå,1 ÷òî ëþáîé ôåíîìåí îáùå-
ñòâåííîé æèçíè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê èòîã âçàèìîäåéñòâèÿ
ðàöèîíàëüíûõ èíäèâèäóóìîâ, âûáèðàþùèõ íàèëó÷øèå (ñ èõ

                                          
1 òàê íàçûâàåìûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé èíäèâèäóàëèçì

òî÷êè çðåíèÿ) àëüòåðíàòèâû èç òåõ, êîòîðûå äëÿ íèõ äîñòóïíû â
äàííîé ñèòóàöèè.

 Êàê ïðàâèëî, ïîñëåäñòâèÿ ðåøåíèé, ïðèíèìàåìûõ îäíèì
ýêîíîìè÷åñêèì ñóáúåêòîì, çàâèñÿò îò òîãî, êàêèå ðåøåíèÿ ïðè-
íÿëè, ïðèíèìàþò èëè áóäóò ïðèíèìàòü äðóãèå. Â ñèòóàöèÿõ, êî-
ãäà ýòè ðåøåíèÿ (âëèÿþùèå íà ïîëîæåíèå ýêîíîìè÷åñêîãî ñóáú-
åêòà) åìó íåèçâåñòíû,2 åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îí äåëàåò ïðåä-
ïîëîæåíèÿ (ôîðìèðóåò îæèäàíèÿ) îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêèìè
ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü. Òîãäà åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ðàöèî-
íàëüíîãî ïîâåäåíèÿ — ýòî îïòèìàëüíûå âûáîðû ýêîíîìè÷åñêèõ
ñóáúåêòîâ ïðè äàííûõ îæèäàíèÿõ.

Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèé î ðàöèîíàëüíîñòè â îáùåì ñëó÷àå
îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü, êàêèå
äåéñòâèÿ áóäóò âûáðàíû. Íåîáõîäèìî, òàêèì îáðàçîì, ñäåëàòü
êàêèå-òî ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îæèäàíèé. Ñëåäóÿ ñëî-
æèâøåéñÿ  â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ïðàêòèêå, ìû áóäåì çäåñü
àíàëèçèðîâàòü ðàâíîâåñíûå ñèòóàöèè — ñèòóàöèè, ïðè êîòîðûõ
îæèäàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ îêàçûâàþòñÿ îïðàâäàâøè-
ìèñÿ, ò.å. îæèäàåìûå èìè äåéñòâèÿ äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáú-
åêòîâ ñîâïàäàþò ñ ôàêòè÷åñêè âûáðàííûìè. Òàêîé ïîäõîä ïî-
çâîëÿåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñóçèòü îáëàñòü âîçìîæíûõ ðåøå-
íèé.

Ìû íå ñòðåìèëèñü ïðåäñòàâèòü çäåñü ñêîëüêî-íèáóäü ðàçâåð-
íóòîå èçëîæåíèå òåîðèè èãð, êàêîé îíà ñëîæèëàñü ê íàñòîÿùåìó
ìîìåíòó.3 Öåëü ðàçäåëà ñêîðåå â òîì, ÷òîáû äàòü ïîíÿòèå îá
èäåÿõ è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè òåîðèè èãð â ìîäåëè-
ðîâàíèè ñèòóàöèé, âêëþ÷àþùèõ ñòðàòåãè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå
ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ.

1. Статические игры с полной
информацией

Ïîä статической игрой ïîíèìàþò òàêóþ èãðó, â êîòîðîé âñå
åå ó÷àñòíèêè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ íå çíàÿ, êàêèå èìåííî ðåøå-
íèÿ ïðèíèìàþò äðóãèå. Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ó÷à-
ñòíèêè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îäíîâðåìåííî, õîòÿ ñàìà ïî ñåáå îä-

                                          
2 íàïðèìåð, ðåøåíèÿ îñòàëüíûõ îëèãîïîëèñòîâ â ìîäåëÿõ Êóðíî è

Áåðòðàíà
3 Â ÷àñòíîñòè, ìû íå êàñàåìñÿ òåì, îòíîñÿùèìñÿ ê êîîïåðàòèâíîé

òåîðèè èãð.
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íîâðåìåííîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â äàííîì ñëó÷àå íå âàæíà.
Ïîä èãðàìè ñ полной информацией ïîíèìàþòñÿ òàêèå èãðû, â
êîòîðûõ êàæäûé èç èãðîêîâ òî÷íî çíàåò õàðàêòåðèñòèêè äðóãèõ
èãðîêîâ.4

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû
Àëüòåðíàòèâíûå äåéñòâèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðåäïðèíÿòü èã-

ðîê, â êîíòåêñòå ñòàòè÷åñêèõ èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, ñîâïà-
äàþò ñ òåì, ÷òî â òåîðèè èãð íàçûâàåòñÿ стратегиями, ïî ïðè÷è-
íàì, êîòîðûå ñòàíóò ÿñíû èç äàëüíåéøåãî.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñòàòè÷åñêîé èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Игра 1.5 «Выбор компьютера»
Äâîå çíàêîìûõ îäíîâðåìåííî âûáèðàþò, êîìïüþòåðû êàêîãî

òèïà èì êóïèòü. Ïåðâûé ïðåäïî÷èòàåò IBM PC, âòîðîé — Ìà-
êèíòîø. Îáëàäàíèå êîìïüþòåðîì ëþáèìîãî òèïà ïåðâûé îöåíè-
âàåò â a (a > 0) íåêîòîðûõ óñëîâíûõ åäèíèö, à âòîðîé — â b (b > 0)
óñëîâíûõ åäèíèö. Ïîëåçíîñòü êîìïüþòåðà äðóãîãî òèïà äëÿ îáî-
èõ ðàâíà íóëþ. Êàæäûé ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíóþ âûãîäó (c > 0),
åñëè îíè âûáåðóò îäèíàêîâûå êîìïüþòåðû, ïîñêîëüêó â òàêîì
ñëó÷àå èñïîëüçóåìîå èìè ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå áóäåò ñîâìåñ-
òèìûì. !!!!

Â ýòîì ïðèìåðå êàæäûé èç èãðîêîâ (ìû áóäåì èõ íàçûâàòü
«Èãðîê 1» è «Èãðîê 2») èìååò äâå ñòðàòåãèè, êîòîðûå ìîæíî óñ-
ëîâíî íàçâàòü «IBM» è «Mac». Îïèñàííóþ èãðó óäîáíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå òàáëèöû (ìàòðèöû) 2×2. Â èãðå èìååòñÿ ÷åòûðå èñõî-
äà: (IBM, IBM), (IBM, Mac) (Mac, IBM) è (Mac, Mac). Êàæäîìó èñõî-
äó ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êëåòêà òàáëèöû; â ýòîé êëåòêå ïîìåùàþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûèãðûøè ó÷àñòíèêîâ.6 Игры такого рода, то

                                          
4 Òî÷íûé ñìûñë òåðìèíîâ ñòàòè÷åñêàÿ èãðà è èãðà ñ ïîëíîé èíôîð-

ìàöèåé ñòàíåò ÿñåí èç äàëüíåéøåãî, êîãäà ìû ðàññìîòðèì äèíàìè÷å-
ñêèå èãðû è èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé (áàéåñîâñêèå èãðû) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

5 Èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò èçâåñòíîé èãðû «Battle of sexes» —
«Áîðüáà ïîëîâ».

6 Мы будем использовать следующее соглашение при изображении матричных
игр двух лиц. Игрок, чье имя стоит слева, вûáèðàåò ñòðîêè òàáëèöû è åãî
âûèãðûøè çàïèñûâàþòñÿ â ëåâîì íèæíåì óãëó êàæäîé êëåòêè òàáëè-
öû. Èãðîê, ÷üå èìÿ ñòîèò ñâåðõó, âûáèðàåò ñòîëáöû òàáëèöû è åãî âû-

есть игры с двумя участниками, каждый из которых имеет конечное число
стратегий, принято называть матричными7 èãðàìè двух лиц.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ìîæíî âûäåëèòü òðè ýëåìåíòà:
" ìíîæåñòâî èãðîêîâ,
" ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé, êîòîðûå ìîãóò âûáðàòü èãðîêè,
" âûèãðûøè èãðîêîâ.
È â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû çàäàòü ñòàòè÷åñêóþ èãðó ñ ïîëíîé

èíôîðìàöèåé, òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïåðå÷èñëåííûå ýëåìåíòû. Îïè-
ñàíèå èãðû â âèäå òàêîãî íàáîðà íàçûâàåòñÿ нормальной формой
èãðû.8 Ìîæíî ñêàçàòü, ïðåäâàðÿÿ äàëüíåéøåå, ÷òî ýòî òîò ìèíè-
ìóì, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ îïèñàíèÿ ëþáîé èãðû. Â áîëåå
ñëîæíûõ òèïàõ èãð ñòàíîâÿòñÿ âàæíûìè è äðóãèå àñïåêòû àíà-
ëèçèðóåìîé ñèòóàöèè, òàêèå êàê î÷åðåäíîñòü õîäîâ, èíôîðìèðî-
âàííîñòü èãðîêîâ, è ò.ä.

Â äàëüíåéøåì, îïèñûâàÿ îáùóþ ñòàòè÷åñêóþ èãðó m ëèö ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôîðìàëü-
íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ.

                                                                                        
èãðûøè çàïèñûâàþòñÿ â ïðàâîì âåðõíåì óãëó. Ïðè òàêîì ðàñïîëîæå-
íèè ïðîùå ïîíÿòü ãäå ÷üÿ ñòðàòåãèÿ è ãäå ÷åé âûèãðûø. Ñâîé âûèãðûø
âñåãäà ðàñïîëîæåí áëèæå ê èãðîêó, ÷åì âûèãðûø ïàðòíåðà.

7 òî÷íåå áèìàòðè÷íûìè
8 Åå òàêæå íàçûâàþò ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìîé èãðû. Âïåðâûå â ÿâíîé

ôîðìóëèðîâêà íîðìàëüíîé ôîðìû èãðû áûëà äàíà â îñíîâîïîëàãàþùåé
ñòàòüå Äæîíà ôîí Íåéìàíà (Von Neumann, J. (1928), "Zur Theorie der
Gesellschaftsspiele," Mathematische Annalen, 100, 295-320. Ðóñ. ïåð. Äæ.
ôîí Íåéìàí, Ê òåîðèè ñòðàòåãè÷åñêèõ èãð, â ñáîðí. "Ìàòðè÷íûå èãðû",
ïîä ðåä. Í. Í. Âîðîáüåâà, Ì.: Ôèçìàòãèç, 1961, 173-204. Ñì. òàêæå von
Neumann, J., and O. Morgenstern (1944), Theory of Games and Economic
Behavior. Princeton. Princeton University Press. Ðóñ. ïåð. Äæ. ôîí Íåé-
ìàí, Î. Ìîðãåíøòåðí, "Òåîðèÿ èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå", Ì.:
Íàóêà, 1970.)

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 1111

Игрок 2
  # IBM Mac

c b
IBM a + c a

0 b + c
Игрок 1

Mac 0 c
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Ìíîæåñòâî игроков (ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ) áóäåì îáîçíà-

÷àòü I:
 I = {1,...,m}.
Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé i-ãî  èãðîêà — èëè ïðîñòî

множество стратегий i-ãî èãðîêà — áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xi.
Îòäåëüíóþ ñòðàòåãèþ i-ãî èãðîêà áóäåì, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àòü
÷åðåç xi. Ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ áóäåì íàçûâàòü
исходом èãðû. Ò.å. èñõîä èãðû — ýòî íàáîð

 x = (x1, ..., xm), ãäå x ∈∈∈∈  X1
 × ⋅⋅⋅ × Xm = X.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó êàæäîãî èç èãðîêîâ åñòü ñâîÿ öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ (â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè åå íàçûâàþò ôóíêöèåé
ïîëåçíîñòè). Îáîçíà÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ i-ãî èãðîêà ÷åðåç ui(⋅).
Êàæäîìó èñõîäó èãðû îíà ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî — выигрыш. Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàíèè èãðû ñëåäóåò

çàäàòü äëÿ êàæäîãî èãðîêà i∈ I  ôóíêöèþ âèäà
ui :  X ! ".

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð

G = 〈I, {Xi}I , {ui}I 〉.

Â íåêîòîðûõ èãðàõ åñòü ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè. Åñëè íà âåðî-
ÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé íå âëèÿþò âûáîðû, ñäåëàííûå èãðî-
êàìè, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü î случайных ходах природы. Ðàññìîò-
ðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùóþ èãðó.

Игра 2.
Â èãðå ó÷àñòâóþò ïåøåõîä è àâòîìîáèëèñò. Êàæäûé èç èãðî-

êîâ èìååò äâå ñòðàòåãèè: ïðîÿâëÿòü îñòîðîæíîñòü (A) è íå ïðîÿâ-
ëÿòü îñòîðîæíîñòè (B). Îò âûáðàííûõ ñòðàòåãèé çàâèñèò âåðîÿò-
íîñòü äîðîæíî-òðàíñïîðòíîãî ïðîèñøåñòâèÿ (àâòîìîáèëèñò ñîáüåò
ïåøåõîäà). Åñëè îáà âåäóò ñåáÿ íåîñòîðîæíî, òî âåðîÿòíîñòü

ïðîèñøåñòâèÿ ðàâíà 1/2, åñëè òîëüêî îäèí âåäåò ñåáÿ íåîñòîðîæ-
íî, òî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/10, à åñëè îáà îñòîðîæíû, òî âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà 1/100.

Â ñëó÷àå, åñëè ïðîèçîéäåò ñòîëêíîâåíèå, òî óùåðá ïåøåõîäà
ñîñòàâèò 1000 ó.å.,9 à óùåðá àâòîìîáèëèñòà — 200 ó.å. Êðîìå òî-
ãî, îñòîðîæíîå ïîâåäåíèå íà äîðîãå ñâÿçàíî äëÿ îáîèõ èãðîêîâ ñ
èçäåðæêàìè â 100 ó.å. !!!!

Íà ïðèìåðå Èãðû 2 ðàññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü
â íîðìàëüíîé ôîðìå èãðó, âêëþ÷àþùóþ ñëó÷àéíîñòü. Äëÿ ýòîãî
íàì íåîáõîäèìî çàäàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âûèãðûøåé (âñå îñ-
òàëüíûå ýëåìåíòû íîðìàëüíîé ôîðìû çäåñü óæå óêàçàíû).

Ñòàíäàðòíîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðèè èãð ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åñëè âûèãðûø — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî èãðîêè ïðåäïî÷èòàþò
äåéñòâèÿ, êîòîðûå ïðèíîñÿò èì íàèáîëüøèé ожидаемый выиг-
рыш.10 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îïèñàíèè èãðû ñëó÷àéíûå âûèã-
ðûøè äàíû â òàêîì âèäå, ÷òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü èõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå è èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âûèãðûøåé â íîðìàëü-
íîé ôîðìå èãðû. Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûøè âûðàæåíû â íåêîòî-
ðûõ óñëîâíûõ åäèíèöàõ (âîâñå íå îáÿçàòåëüíî äåíåæíûõ) è
ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðûé àáñòðàêòíûé óðîâåíü ïîëåçíîñòè äëÿ
èãðîêà ïðè äàííîì ñî÷åòàíèè ñòðàòåãèé.

Ïóñòü îáà ó÷àñòíèêà èãðû ïðîÿâëÿþò îñòîðîæíîñòü, òî åñòü
ðåàëèçîâàëñÿ èñõîä (A, A). Åñëè ïðîèçîéäåò ñòîëêíîâåíèå, òî
âûèãðûø ïåøåõîäà ñîñòàâèò (–1100), à âûèãðûø âîäèòåëÿ —
(–300). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûø ïåøåõîäà ñîñòàâèò (–100), à
âûèãðûø âîäèòåëÿ — (–100). Îæèäàåìûå âûèãðûøè ðàâíû â
ýòîì ñëó÷àå:

1
100

 ⋅ (–1100) + 
99

100
 ⋅ (–100) = –110  — äëÿ ïåøåõîäà,

1
100

 ⋅ (–300) + 
99

100
 ⋅ (–100) = –102  — äëÿ àâòîìîáèëèñòà.

                                          
9 óñëîâíûõ åäèíèö
10 Çäåñü, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííûå íà ëîòåðåÿõ ïðåäïî÷òåíèÿ êàæäîãî èãðîêà
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ïðåä-
ñòàâëÿþùåé èõ ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (èìååòñÿ â âèäó ëèíåé-
íîñòü ïî âåðîÿòíîñòÿì). Ñì. Äæ. ôîí Íåéìàí, Î. Ìîðãåíøòåðí, "Òåîðèÿ
èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå", Ì.: Íàóêà, 1970, Ï. Ôèøáåðí, "Òåî-
ðèÿ èãð äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé". Ì.: Íàóêà, 1978.

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 2222

Автомобилист
A B

–102 –20
A –110 –200

–120 –100
Пешеход

B –100 –500
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Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâåñòè äëÿ òðåõ äðóãèõ

èñõîäîâ. Ðàññ÷èòàííûå âûèãðûøè ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 2.
Çàìåòüòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû íå ñîäåð-

æèò èíôîðìàöèþ î ñëó÷àéíûõ õîäàõ ïðèðîäû, èõ âåðîÿòíîñòÿõ
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âûèãðûøàõ.

Êîíöåïöèÿ äîìèíèðîâàíèÿ
Çàäà÷à òåîðèè èãð — ïî äàííîìó îïèñàíèþ èãðû, ïðåäñêà-

çàòü, êàêèå ñòðàòåãèè âûáåðóò èãðîêè è êàêèì ïðè ýòîì áóäåò
èñõîä èãðû, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ñóçèòü ìíîæåñòâî ïðîãíîçè-
ðóåìûõ èñõîäîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñêàçàòü èñõîä èãðû
ìîæíî îäíîçíà÷íî, åñëè èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
êàæäûé èãðîê ðàöèîíàëåí.

Ïóñòü â Èãðå 1 (ñòð. 6) âûãîäà îò ñîâìåñòèìîñòè ïðîãðàììíî-
ãî îáåñïå÷åíèÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëà, íàïðèìåð, a = 2, b = 3, c = 1
(Òàáëèöà 3).

Òîãäà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé êîìïüþòåð âûáåðåò 2-é
èãðîê, 1-ìó èãðîêó âûãîäíî âûáðàòü êîìïüþòåð IBM PC, ïî-

ñêîëüêó  3 > 0 è 2 > 1. Àíàëîãè÷íî, 2-é èãðîê ïðåäïî÷òåò Ìàêèí-
òîø, ïîñêîëüêó  3 > 1 è 4 > 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî òàê
íàçûâàåìîå ñòðîãîå äîìèíèðîâàíèå äâóõ óêàçàííûõ ñòðàòåãèé:
åñëè ñòðàòåãèÿ A ïðè ëþáûõ äåéñòâèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ äàåò
áîëüøèé âûèãðûø, ÷åì ñòðàòåãèÿ B, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî
ñòðàòåãèÿ A строго доминирует ñòðàòåãèþ B.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñòðîãîãî äîìèíèðîâàíèÿ.
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå x–i, ÷òî
îçíà÷àåò «âñå ýëåìåíòû âåêòîðà x, êðîìå i-ãî», ò.å.

 x–i = (x1, ..., xi–1, xi+1, xn).
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (xi, x–i).— ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî  x.

Îïðåäåëåíèå 1.

Ñòðàòåãèÿ xi ∈  Xi èãðîêà i ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ yi ∈
Xi, åñëè  ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ, âûáðàííûõ îñòàëüíûìè èãðî-
êàìè, x–i∈ X–i, âûïîëíåíî

 ui(xi, x–i) > ui(yi, x–i),

ãäå X–i = ×
j ≠ i

Xj.

Îïðåäåëåíèå ñòðîãîãî äîìèíèðîâàíèÿ ìîæíî íàãëÿäíî ïðî-
èëëþñòðèðîâàòü â ñëó÷àå äâóõ èãðîêîâ, ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé îä-
íîãî èç êîòîðûõ — äåéñò-
âèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ (ñì. Ðèñ
1). Íà ðèñóíêå ñòðàòåãèÿ x1

ïåðâîãî èãðîêà ñòðîãî äî-
ìèíèðóåò ñòðàòåãèþ y1. Ýòî
âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ãðà-
ôèê ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
ýòîãî èãðîêà ïî ñòðàòåãèè
x2 âòîðîãî, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé x1, ëåæèò íèæå ãðàôè-
êà, ñîîòâåòñòâóþùåãî y1.

Ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ
ñòðîãî äîìèíèðóþùåé, åñëè
îíà ñòðîãî äîìèíèðóåò ëþáóþ äðóãóþ ñòðàòåãèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.
Ñòðàòåãèÿ xi ∈  Xi èãðîêà i ÿâëÿåòñÿ åãî строго доминирующей

стратегией, åñëè ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ, âûáðàííûõ îñòàëüíûìè
èãðîêàìè, x–i ∈  X–i, îíà äàåò èãðîêó i áîëüøèé âûèãðûø, ÷åì ëþ-
áàÿ äðóãàÿ åãî ñòðàòåãèÿ yi ∈  Xi, ò.å.

 ui(xi, x–i) > ui(yi, x–i) ∀ x–i∈ X–i ∀ yi ∈  Xi: yi ≠ xi.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì íå ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü áîëåå îäíîé ñòðîãî äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèè. Åñòåñòâåííî
îæèäàòü, ÷òî ðàöèîíàëüíûé èãðîê âûáåðåò èìåííî òàêóþ ñòðàòå-
ãèþ. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ó êàæäîãî èãðîêà ñòðîãî äîìèíè-
ðóþùåé ñòðàòåãèè èñõîä èãðû ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàí îäíîçíà÷-
íî.

x2

u1

u1(x1, x2)

u1(y1, x2)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 1111. Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ x1

ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ
y1....

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 3333

Игрок 2
IBM Mac

1 3
IBM 3 2

0 4
Игрок 1

Mac 0 1
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Ïðåäñêàçàíèå èñõîäà èãðû íå ñòîëü îäíîçíà÷íî, êîãäà ó êà-

æäîãî èãðîêà èìååòñÿ ëèøü òàê íàçûâàåìàÿ (ñëàáî) äîìèíèðóþ-
ùàÿ ñòðàòåãèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ýòîìó èãðîêó íå ìåíüøèé âûèã-
ðûø, ÷åì ëþáàÿ äðóãàÿ åãî ñòðàòåãèÿ ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ
äðóãèõ èãðîêîâ. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ (ñëàáîãî) äîìèíèðîâà-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.
Ñòðàòåãèÿ xi ∈  Xi èãðîêà i (ñëàáî) доминирует ñòðàòåãèþ yi ∈  Xi

(èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñòðàòåãèÿ yi äîìèíèðóåòñÿ ñòðàòåãèåé xi),
åñëè  ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ, âûáðàííûõ îñòàëüíûìè èãðîêàìè,
x–i∈ X–i, âûïîëíåíî

 ui(xi, x–i) # ui(yi, x–i),

è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí íàáîð ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ, x–i′  ∈
X–i, òàêîé ÷òî

 ui(xi, x–i′ ) > ui(yi, x–i′ ).

Ñëàáîå äîìèíèðîâàíèå
ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
íà ãðàôèêå, àíàëîãè÷íîì
òîìó, êîòîðûé ìû èñïîëüçî-
âàëè äëÿ èëëþñòðàöèè ñòðî-
ãîãî äîìèíèðîâàíèÿ. Ñòðàòå-
ãèÿ x1 ïåðâîãî èãðîêà ñëàáî,
íî íå ñòðîãî äîìèíèðóåò åãî
ñòðàòåãèþ y1 (ñì. Ðèñ. 2), ïî-
ñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè äëÿ x1 íå âåçäå
ñòðîãî âûøå, ÷åì äëÿ y1.

Îïðåäåëåíèå 4.
Ñòðàòåãèÿ xi ∈  Xi èãðîêà i ÿâëÿåòñÿ åãî (ñëàáî) доминирующей

стратегией, åñëè  ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ, âûáðàííûõ îñòàëüíûìè
èãðîêàìè, x–i ∈  X–i, îíà äîìèíèðóåò ëþáóþ äðóãóþ åãî ñòðàòåãèþ,
yi ∈  Xi, ëèáî ýêâèâàëåíòíà åé, ò.å.

 ui(xi, x–i) # ui(yi, x–i) ∀ x–i∈ X–i ∀ yi ∈  Xi.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñòðàòåãèÿ xi ñòðîãî äîìè-
íèðóåò ñòðàòåãèþ yi, òî ñòðàòåãèÿ xi äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ yi.

Êðîìå òîãî, åñëè ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîìèíèðóþùåé, òî
îíà ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùåé.

Îïðåäåëåíèå 5.
Èñõîä èãðû x*

 ∈  X ÿâëÿåòñÿ равновесием в доминирующих
стратегиях, åñëè ñòðàòåãèÿ êàæäîãî èãðîêà â ýòîì èñõîäå ÿâëÿåò-
ñÿ åãî äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèåé.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî åñëè â èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå
â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ, òî èìåííî îíî áóäåò ðåàëèçîâàâ-
øèìñÿ èñõîäîì èãðû. Ñëåäóþùàÿ èãðà èëëþñòðèðóåò ðàâíîâåñèå
â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ.

Игра 3. «Парламентское голосование»
Ïàðëàìåíò ðàçäåëåí íà 3 ôðàêöèè: «белые», «зеленые» и «крас-

ные». Â êàæäîé ôðàêöèè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ. Ïðîõî-
äèò ãîëîñîâàíèå ïî íåêîòîðîìó çàêîíîïðîåêòó. Êàæäàÿ èç ôðàê-
öèé ìîæåò ïðîãîëîñîâàòü «çà» èëè «ïðîòèâ». Ðåøåíèå ïðèíèìà-
åòñÿ áîëüøèíñòâîì ãîëîñîâ. Çåëåíûì è êðàñíûì íðàâèòñÿ çàêî-
íîïðîåêò, áåëûì — íåò. Åñëè çàêîíîïðîåêò ïðîéäåò, òî çåëåíûå
è êðàñíûå ïîëó÷àò âûèãðûø 1, à áåëûå — –1, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå âñå ïîëó÷àò 0. !!!!

x2

u1

u1(x1, x2)

u1(y1, x2)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 2222. Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ . Ñòðàòåãèÿ x1

(ñëàáî) äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ(ñëàáî) äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ(ñëàáî) äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ(ñëàáî) äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ
y1....

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 4444

Красные
(A) Белые: за За против

–1 1 –1 1
за  1  1

–1 1 0 0
Зеленые

против  1 0

Красные
(B) Белые: против За против

–1 1 0 0
за  1 0

0 0 0 0
Зеленые

против 0 0
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Óäîáíî ïðåäñòàâèòü èñõîäû èãðû â âèäå äâóõ òàáëèö À è Á

(ñì. Òàáëèöó 4). Áåëûå âûáèðàþò ìåæäó òàáëèöåé À è òàáëèöåé
Á. Èõ âûèãðûøè çàïèñàíû â ëåâîì âåðõíåì óãëó ýòèõ òàáëèö.

Åñëè çåëåíûå ïðîãîëîñóþò çà, òî âåêòîð èõ âûèãðûøåé áóäåò
  (1 (çà, çà), 1  (çà, ïðîòèâ), 1  (ïðîòèâ, çà), 0  (ïðîòèâ, ïðîòèâ)).

Â ñêîáêàõ óêàçàíî, êàê ãîëîñóþò äðóãèå ôðàêöèè. Åñëè æå îíè
ïðîãîëîñóþò ïðîòèâ, òî âåêòîð âûèãðûøåé áóäåò

  (1 (çà, çà),  0  (çà, ïðîòèâ),  0  (ïðîòèâ, çà), 0  (ïðîòèâ, ïðîòèâ)).
Î÷åâèäíî, ÷òî ãîëîñîâàòü çà çàêîíîïðîåêò ÿâëÿåòñÿ äîìèíè-

ðóþùåé ñòðàòåãèåé çåëåíûõ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î
êðàñíûõ.

Áåëûå èìåþò ñëåäóþùèå âûèãðûøè (ïðè àíàëîãè÷íûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ î òîì êàê ãîëîñóþò äðóãèå ôðàêöèè):

çà (–1, –1, –1, 0),
ïðîòèâ (–1,  0,  0,  0).

Òàêèì îáðàçîì, ãîëîñîâàòü ïðîòèâ çàêîíîïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ
äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèåé áåëûõ (õîòÿ, çàìåòèì, ýòà ñòðàòåãèÿ
íå ñìîæåò èì ïîìî÷ü âûèãðàòü).

Òåì ñàìûì, â ýòîé èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â äîìèíè-
ðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ. Â íåì çåëåíûå è êðàñíûå ãîëîñóþò «çà», à
áåëûå — «ïðîòèâ».

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð èãðû ñ íåïðåðûâíûìè ñòðàòåãèÿìè,
â êîòîðûé åñòü ðàâíîâåñèå â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ.

Игра 4. «Àóêöèîí Âè′êðè».11

Íåêèé ïðåäìåò ïðîäàåòñÿ ñ àóêöèîíà ïî ñëåäóþùèì ïðàâè-
ëàì. Êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà (i = 1, ..., n) ïîäàåò â òàéíå
îò äðóãèõ ñâîþ çàÿâêó — ïðåäëàãàåìóþ èì öåíó pi. Ïîáåæäàåò
ó÷àñòíèê, ïðåäëîæèâøèé ñàìóþ âûñîêóþ öåíó, íî ïëàòèò îí
ñëåäóþùóþ ïî ïîðÿäêó óáûâàíèÿ öåíó. Åñëè ñàìóþ âûñîêóþ öå-
íó ïðåäëîæàò ñðàçó íåñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ, òî ïîáåäèòåëü îïðå-
äåëÿåòñÿ æðåáèåì. Åñëè i-é ó÷àñòíèê îêàæåòñÿ ïîáåäèòåëåì, òî
åãî âûèãðûø ñîñòàâèò vi – p, ãäå vi — öåííîñòü äëÿ íåãî äàííîãî
ïðåäìåòà, p — öåíà, êîòîðóþ îí äîëæåí çàïëàòèòü; âûèãðûø
âñåõ îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ áóäåò ðàâåí íóëþ. !!!!

                                          
11 W. Vickrey (1961), "Counterspeculation, Auctions, and Competitive

Sealed Tenders", Journal of Finance, 16, 8-37. Óèëüÿì Âèêðè ñòàë Íîáå-
ëåâñêèì ëàóðåàòîì ïî ýêîíîìèêå çà 1996ã.

Îñîáåííîñòü àóêöèîíà Âèêðè ñîñòîèò â òîì, ÷òî «ïðàâäèâàÿ»
ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèåé äëÿ êàæäîãî ó÷à-
ñòíèêà. Ïîä «ïðàâäèâîé» ñòðàòåãèåé ïîíèìàåòñÿ ñòðàòåãèÿ, çà-
êëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî ó÷àñòíèê íàçûâàåò öåíó, ñîâïàäàþùóþ
ñ öåííîñòüþ äëÿ íåãî äàííîãî ïðåäìåòà, (pi = vi). Ïðîâåðèì ýòî.
Ïðîàíàëèçèðóåì äàííóþ èãðó ïðè n = 2. (Ïðè áîëüøåì êîëè÷åñò-
âå ó÷àñòíèêîâ ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íûìè). Ïîñêîëüêó
ó÷àñòíèêè âõîäÿò â äàííóþ èãðó ñèììåòðè÷íî, òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ìîòèâàöèþ òîëüêî îäíîãî èç íèõ, íàïðèìåð, 1-ãî.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà âûèãðûøè 1-ãî èãðîêà ïðè ðàçíûõ èñõî-
äàõ. Åñëè 1-é ó÷àñòíèê íàçîâåò áîëåå âûñîêóþ öåíó, ÷åì 2-é
(p1 > p2), òî îí âûèãðàåò àóêöèîí è çàïëàòèò p2. Ïðè ýòîì åãî âû-
èãðûø ñîñòàâèò v1 – p2. Åñëè 1-é ó÷àñòíèê íàçîâåò áîëåå íèçêóþ
öåíó, ÷åì 2-é (p1 < p2), òî îí ïðîèãðàåò àóêöèîí è ïîëó÷èò âûèã-
ðûø 0. Åñëè öåíû ñîâïàäóò (p1 = p2), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 1-é
ó÷àñòíèê âûèãðàåò è ïîëó÷èò âûèãðûø v1 – p2, à ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2 îí ïðîèãðàåò è ïîëó÷èò âûèãðûø 0. Òàêèì îáðàçîì, åãî
îæèäàåìûé âûèãðûø ñîñòàâèò (v1 – p2)/2. Îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì
ôóíêöèþ âûèãðûøà 1-ãî ó÷àñòíèêà:

 u1(p1, p2) = 



  

 v1 – p2,  åñëè p1 > p2 

 
v1 – p2

2 ,  åñëè p1 = p2 

   0,  åñëè p1 < p2 .
×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî «правдивая» стратегия, p1 = v1, является доми-

нирующей, нужно показать, что она дает не меньший выигрыш, чем любая
другая стратегия. Следует рассмотреть 3 случая: p2 > v1, p2 = v1 и p2 < v1.

[p2 > v1] Åñëè 2-é ó÷àñòíèê íàçîâåò öåíó, ïðåâûøàþùóþ vi, òî
1-ìó ó÷àñòíèêó íå âûãîäíî âûèãðûâàòü àóêöèîí; åãî âûèãðûø
(ïîëåçíîñòü) â ýòîì ñëó÷àå áûë áû îòðèöàòåëüíûé, à â ñëó÷àå
ïðîèãðûøà îí ïîëó÷èò 0. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ïðè âûáîðå «правдивой» стратегии 1-й участник проиграет аукцион, то
«правдивая» стратегия является одной из оптимальных.

[p2 = v1] Если 2-é ó÷àñòíèê íàçîâåò öåíó, ñîâïàäàþùóþ ñ vi, òî
1-é ó÷àñòíèê ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëó÷èò 0. Çíà÷èò, «ïðàâäèâàÿ»
ñòðàòåãèÿ äàñò åìó âûèãðûø íå ìåíüøèé, ÷åì ëþáàÿ äðóãàÿ.

[p2 < v1] Åñëè 2-é ó÷àñòíèê íàçîâåò öåíó, ìåíüøóþ vi, òî äëÿ
1-ãî ó÷àñòíèêà âûãîäíî âûèãðàòü àóêöèîí, ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå åãî âûèãðûø áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. «Ïðàâäèâàÿ» ñòðàòå-
ãèÿ îáåñïå÷èâàåò åìó ïîáåäó íà àóêöèîíå, è ïðèíîñèò ìàêñè-
ìàëüíûé âûèãðûø, v1 – p2.
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Ìû âèäèì, ÷òî «правдивая» стратегия в самом деле является доми-

нирующей для 1-го участника. Более того, как несложно увидеть, это един-
ственная доминирующая стратегия. Если он назовет цену ниже или выше
своей оценки v1, то можно подобрать такую цену 2-го участника, что 1-й
участник потеряет по сравнению с p1 = v1.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ 2-ãî ó÷àñòíèêà, ìû
ñäåëàåì âûâîä, ÷òî â ýòîé èãðå ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííîå) ðàâíî-
âåñèå â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ.

p1 = v1,       p2 = v2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îòáðàñûâàíèå ñòðîãî
äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé

Ê ñîæàëåíèþ, äîâîëüíî ÷àñòî áûâàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ó
îäíîãî èç èãðîêîâ íåò ñòðîãî äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèè èëè äàæå
ïðîñòî äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèè. Èíîãäà â òàêèõ èãðàõ èñõîä
ìîæíî ïðåäñêàçàòü îäíîçíà÷íî, åñëè äîïîëíèòåëüíî ê ðàöèî-
íàëüíîñòè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàæäûé èãðîê çíàåò öåëè ïàðòíå-
ðîâ è ñïîñîáåí äîñòàòî÷íî ãëóáîêî «ïðîñ÷èòàòü» èõ óìîçàêëþ÷å-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì â Èãðå 1 ñëó÷àé, êîãäà a < c < b. Ïóñòü, ê ïðèìå-
ðó, a = 1, c = 2, b = 3.

Åñëè 2-é èãðîê âûáåðåò IBM, òî 1-ìó èãðîêó òîæå âûãîäíî
âûáðàòü IBM. Åñëè æå 2-é èãðîê âûáåðåò Ìàêèíòîø, òî 1-ìó èã-
ðîêó áóäåò âûãîäíî âûáðàòü Ìàêèíòîø. Ýòè îïòèìàëüíûå ðåøå-
íèÿ âûäåëåíû â Òàáëèöå 5 ïîä÷åðêèâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
âûèãðûøåé. Çäåñü îïòèìàëüíîå äëÿ 1-ãî èãðîêà ðåøåíèå áóäåò
çàâèñåòü îò òîãî, êàêîå ðåøåíèå ïðèìåò 2-é èãðîê.

Â ýòîì è åìó ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü ìîòè-
âàöèþ îäíîãî èãðîêà, íå ðàññìàòðèâàÿ ìîòèâàöèþ äðóãèõ èãðî-
êîâ. Èãðîê, ó êîòîðîãî íåò äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèè, äîëæåí
äåëàòü êàêèå-òî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, êàêèå ñòðàòåãèè ìîãóò

âûáðàòü äðóãèå èãðîêè. Íå ñïåöèôèöèðóÿ ìåõàíèçìà ôîðìèðî-
âàíèÿ îæèäàíèé, ìû ìîæåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî âñå òàêèå ìå-
õàíèçìû íå ïðîòèâîðå÷àò ðàöèîíàëüíîñòè èãðîêîâ. Íàèáîëåå
î÷åâèäíîå òðåáîâàíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

«Ðàöèîíàëüíûé èãðîê íå ñòàíåò âûáèðàòü ñòðîãî äîìèíè-
ðóåìóþ ñòðàòåãèþ».

Îïðåäåëåíèå 6.
Ñòðàòåãèÿ yi ∈  Xi èãðîêà i íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ xi ∈  Xi, êîòîðàÿ åå ñòðîãî äîìèíèðóåò,
ò.å.

ui(yi, x–i) < ui(xi, x–i) ∀ x–i∈ X–i.

Ïðîàíàëèçèðóåì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ñòðóêòóðà èãðû (ìíî-
æåñòâà ñòðàòåãèé è ôóíêöèè âûèãðûøåé), à òàêæå òî, ÷òî âñå
èãðîêè ðàöèîíàëüíû, èçâåñòíî êàæäîìó èãðîêó. Áîëåå òîãî, ìû
ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé âñå ýòî îáùåèçâåñòíî,12 òî åñòü
íå òîëüêî êàæäûé èãðîê çíàåò ýòî, íî îí çíàåò, ÷òî âñå äðóãèå
èãðîêè çíàþò ýòî, è òàê äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå èãðîê äîëæåí íå òîëüêî ñàì èñõîäèòü èç òîãî,
÷òî íè îäèí èç èãðîêîâ íå âûáåðåò äîìèíèðóåìóþ ñòðàòåãèþ, íî
è ó÷èòûâàòü, ÷òî äðóãèå èãðîêè èñõîäÿò èç òîãî, ÷òî íè îäèí èç
èãðîêîâ íå âûáåðåò äîìèíèðóåìóþ ñòðàòåãèþ. Ýòó öåïî÷êó ïðåä-
ïîëîæåíèé ñëåäóåò ïðîäîëæèòü äî áåñêîíå÷íîñòè.

Íà ýòîé îñíîâå ñòðîèòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ èãðû ïó-
òåì îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Åñëè â ðå-
çóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, ñîñòîÿùèõ â âû÷åðêèâàíèè
ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé ïîëó÷èëñÿ «îñòàòîê», â êîòîðîì
ó êàæäîãî èãðîêà òîëüêî îäíà ñòðàòåãèÿ, òî ïðè ñäåëàííûõ íàìè
ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàöèîíàëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì,
÷òî èãðîêè äîëæíû âûáðàòü èìåííî ýòè íå îòáðîøåííûå ñòðàòå-
ãèè.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ íå
òîëüêî ðàöèîíàëüíîñòü èãðîêîâ, íî è èõ ñïîñîáíîñòü ïðîâåñòè
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ, âåäü öåïî÷êà ðàññóæäåíèé ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî äëèííîé (ÿ çíàþ, ÷òî îí çíàåò, ÷òî ÿ çíàþ…).

                                          
12 àíãë. common knowledge

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 5555

Игрок 2
IBM Mac

2 3
IBM 3 1

0 5
Игрок 1

Mac 0 2
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Â Òàáëèöå 6 è òàáëèöàõ íà Ðèñ.

3 ïîêàçàí ïðèìåð ïðîöåññà îòáðà-
ñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ
ñòðàòåãèé. Â èñõîäíîé èãðå 3×3
(Òàáëèöà 6) ñòðàòåãèÿ II ñòðîãî äî-
ìèíèðóåò ñòðàòåãèþ III, ïîýòîìó
ñòðàòåãèþ III ñëåäóåò âû÷åðêíóòü
(èãðîê âûáèðàþùèé ñòðîêè, íå
ñòàíåò âûáèðàòü ýòó ñòðàòåãèþ).
Îòáðàñûâàåìàÿ ñòðàòåãèÿ îáâåäåíà
äâîéíîé âîëíèñòîé ðàìêîé. Îñòàåòñÿ èãðà 2×3 (Ðèñ. 3 à) ), â êî-
òîðîé ñòðàòåãèÿ A ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ C. Ñòðàòåãèþ C
âû÷åðêèâàåì (ïîñêîëüêó èãðîê, âûáèðàþùèé ñòîëáöû, ïðîãíî-
çèðóÿ äåéñòâèÿ èãðîêà, âûáèðàþùåãî ñòðîêè, íå ñòàíåò åå âûáè-
ðàòü). Â ïîëó÷èâøåéñÿ èãðå 2×2 (Ðèñ. 3 á) ) ñòðàòåãèÿ I ñòðîãî
äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ II. Â ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ
ñòðàòåãèè II èãðå (Ðèñ. 3 â) ) ó èãðîêà, âûáèðàþùåãî ñòðîêè, îñ-
òàëàñü òîëüêî îäíà ñòðàòåãèÿ. Äëÿ èãðîêà, âûáèðàþùåãî ñòîëá-
öû, ñòðàòåãèÿ A ñòðîãî ëó÷øå ñòðàòåãèè B, ïîýòîìó ñòðàòåãèÿ B
âû÷åðêèâàåòñÿ. Îñòàåòñÿ èãðà (Ðèñ. 3 ã) ), â êîòîðîé êàæäûé èã-
ðîê èìååò òîëüêî ïî îäíîé ñòðàòåãèè: (I, A). Íà îñíîâàíèè ýòîãî
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â èñõîäíîé èãðå 3×3 äîëæåí ðåàëèçî-
âàòüñÿ èñõîä (I, A).

Åñëè îáùåèçâåñòíî, ÷òî èãðîêè ðàöèîíàëüíû, è ïîñëå ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé ó
êàæäîãî èãðîêà îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ (êàê â ïðèâå-
äåííîé âûøå èãðå), òî, êàê è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðîãî äî-
ìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèé ó êàæäîãî èãðîêà, èñõîä èãðû ìîæåò
áûòü ïðåäñêàçàí îäíîçíà÷íî.13

 Äàæå åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîöåäóðà äàñò íåîäíîçíà÷íûé
ðåçóëüòàò, òî ïî êðàéíåé ìåðå ìîæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ðå-
øåíèå äîëæíî ïðèíàäëåæàòü ïîëó÷åííîìó «îñòàòêó».

Ñèòóàöèè, êîãäà â èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â äîìèíè-
ðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ, äîñòàòî÷íî ðåäêè. È äàëåêî íå âî âñåõ èãðàõ
ìîæíî íàéòè ðåøåíèå, îòáðàñûâàÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûå ñòðàòå-
ãèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð èãðû ïðåäñòàâëåí â Òàáëèöå 7.

Âòîðîé èãðîê âûáåðåò ñòðàòåãèþ
A, åñëè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïåðâûé âû-
áåðåò ñòðàòåãèþ Z; â òî æå âðåìÿ
ñòðàòåãèÿ B äëÿ íåãî ïðåäïî÷òèòåëü-
íåå â ñëó÷àå, åñëè ïåðâûé âûáåðåò Y.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ïðè îòñóòñòâèè ó âñåõ èãðîêîâ äîìè-
íèðóþùèõ ñòðàòåãèé, âûáîð êàæäîãî

èãðîêà çàâèñèò îò îæèäàíèé òîãî, êàêèìè áóäóò âûáîðû äðóãèõ.
Äàëåå ìû ðàññìîòðèì êîíöåïöèþ ðåøåíèÿ, îñíîâàííóþ íà ýòîé
èäåå.

Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
Êðîìå ñèòóàöèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áû-

âàþò ñèòóàöèè,14 êîòîðûå åñòåñòâåííî ìîäåëèðîâàòü, èñõîäÿ èç
ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:

                                          
13 Îñòàòîê ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì îòáðàñûâàíèè ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ

ñòðàòåãèé âñåãäà îäèí è òîò æå, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì ïî-
ðÿäêå ïðîèñõîäèò îòáðàñûâàíèå ñòðàòåãèé. Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå
ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáðàñûâàíèÿ (ñëàáî) äîìèíèðóåìûõ ñòðà-
òåãèé (ïðàâäà îíà êàæåòñÿ ìåíåå îáîñíîâàííîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàöèî-
íàëüíîñòè). Â ýòîé ïîñëåäíåé ïðîöåäóðå ïîðÿäîê óæå ñóùåñòâåíåí.

14 Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîïóëÿöèþ èãðîêîâ òèïà À (ñêàæåì, êîø-
êè) è èãðîêîâ òèïà Á (ñêàæåì, ìûøêè). Èãðîê òèïà À ïðè âñòðå÷å ñ
èãðîêîì òèïà Á èìååò îïðàâäàííûå ñâîèì èëè ÷óæèì îïûòîì îæèäàíèÿ

A B C
3 0 1

I 2 3 2
4 6 2

II 1 2 4

A B
3 0

I 2 3

4 6
II 1 2

A B
3 0

I 2 3

A
3

I 2

а) б)

в) г)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 3333....

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 6666

A B C
3 0 1

I 2 3 2
4 6 2

II 1 2 4

7 2 8
III 0 1 3

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 7777

A B C
3 0 1

X 2 2 3
4 6 2

Y 1 4 2
7 2 8

Z 3 1 3
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- èãðîêè ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé îðèåíòèðóþòñÿ íà ïðåäïî-
ëàãàåìûå äåéñòâèÿ ïàðòíåðîâ;

- îæèäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè (ñîâïàäàþò ñ ôàêòè÷å-
ñêè âûáðàííûìè ïàðòíåðàìè äåéñòâèÿìè).

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èãðîêè ðàöèîíàëüíû, òàê ÷òî êàæäûé âû-
áèðàåò ñòðàòåãèþ, äàþùóþ åìó íàèáîëüøèé âûèãðûø ïðè äàí-
íûõ îæèäàíèÿõ, òî ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê êîíöåïöèè
ðåøåíèÿ, íàçûâàåìîé равновесием Нэша. Â ðàâíîâåñèè ó êàæäî-
ãî èãðîêà íåò îñíîâàíèé ïåðåñìàòðèâàòü ñâîè îæèäàíèÿ.

Ôîðìàëüíî ðàâíîâåñèå Íýøà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Îïðåäåëåíèå 7.
Íàáîð ñòðàòåãèé x* ∈  X ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà,15 åñëè:
1) ñòðàòåãèÿ xi

* êàæäîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ íå-
ãî îòêëèêîì íà îæèäàåìûå èì ñòðàòåãèè äðóãèõ èãðîêîâ xe

–i:

 ui(xi
*, x

e
–i) = 

 

max
xi ∈  Xi

 ui(x
 
i, x

e
–i)  ∀  i = 1, ..., n;

2) îæèäàíèÿ ñîâïàäàþò ñ ôàêòè÷åñêè âûáèðàåìûìè ñòðàòå-
ãèÿìè:

 x
e
–i = x–i

*   ∀  i = 1, ..., n.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîâåñèÿ Íýøà äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ èãðîâûõ ñèòóàöèé âîïðîñû î òîì, çíàþò ëè èãðîêè
öåëè ïàðòíåðîâ, çíàþò ëè îíè î ðàöèîíàëüíîñòè ïàðòíåðîâ, óìå-
þò ëè èõ ïðîñ÷èòûâàòü, è ò.ä., îòõîäÿò íà âòîðîé ïëàí. Ñïîñîá

                                                                                        
îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ïàðòíåðà òèïà Á, è çàðàíåå íà íèõ îðèåíòèðó-
åòñÿ (è íàîáîðîò). Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííûé òèï ñèòóàöèé, â êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì.

15 Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Äæîí Íýø ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ
ïî ýêîíîìèêå â 1994 ã. âìåñòå ñ Äæ. Õàðøàíüè è Ð. Çåëüòåíîì «çà íî-
âàòîðñêèé àíàëèç ðàâíîâåñèé â òåîðèè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð». Êîíöåï-
öèÿ ðàâíîâåñèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: Nash, J. F.
(1950) "Equilibrium Points in N-Person Games," Proceedings of the Na-
tional Academy of Sciences of the United States of America, 36, 48-49.
Nash, J. F. (1951) "Non-Cooperative Games," Annals of Mathematics, 54,
286-295.

Ñëåäóåò îãîâîðèòüñÿ, ÷òî ñàì Íýø íå ââîäèë â îïðåäåëåíèå îæèäàíèé.
Èñõîäíîå îïðåäåëåíèå Íýøà ñîâïàäàåò ñ òåì ñâîéñòâîì, î êîòîðîì ãîâî-
ðèòñÿ äàëåå.

ôîðìèðîâàíèÿ îæèäàíèé âûíîñèòñÿ çà ðàìêè àíàëèçà; çäåñü
âàæíî òîëüêî òî, ÷òî îæèäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè.

Íî åñëè ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèÿ Íýøà íå âàæíî, çíàåò ëè
èãðîê öåëè äðóãèõ èãðîêîâ, òî ìîæåò âîçíèêíóòü ñîìíåíèå â
ïðàâîìåðíîñòè ðàññìîòðåíèÿ êîíöåïöèè Íýøà â êîíòåêñòå èãð ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Âñå äåëî â òîì, ÷òî òåðìèí «ïîëíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ» â òåîðèè èãð èìååò äîâîëüíî óçêîå çíà÷åíèå. Îí ôàê-
òè÷åñêè ïîäðàçóìåâàåò òîëüêî ïîëíîòó ñâåäåíèé î òèïàõ ïàðòíå-
ðîâ (òåðìèí «òèï èãðîêà», ðàçúÿñíÿåòñÿ â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåí-
íîì áàéåñîâñêèì èãðàì).

Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó, êîòîðîå îáû÷íî è èñïîëüçó-
åòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ:

Íàáîð ñòðàòåãèé x* ∈  X ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà, åñëè
ñòðàòåãèÿ x

*
i êàæäîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ íåãî

îòêëèêîì íà ñòðàòåãèè äðóãèõ èãðîêîâ x–i
*:

 ui(xi
*, x–i

* ) = 
 

max
xi ∈  Xi

 ui(x
 
i, x–i

* )  ∀  i = 1, ..., n.

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â òåðìèíàõ òàê íàçû-
âàåìûõ ôóíêöèé (îòîáðàæåíèé) îòêëèêà.

 
Îïðåäåëåíèå 8.
Отображение отклика i-ãî èãðîêà,
 Ri: X–i ! Xi,

ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó íàáîðó ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ, x–i
 ∈  X–i,

ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øèì îòêëèêîì íà x–i. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ui(yi, x –i) = 
 

max
xi ∈  Xi

 ui(x
 
i, x –i)     ∀ x–i ∈  X–i , ∀ yi ∈  Ri(x–i).

Ââåäåíèå îòîáðàæåíèé îòêëèêà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îïðåäå-
ëåíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà áîëåå êîìïàêòíî: íàáîð ñòðàòåãèé x* ∈  X
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà, åñëè

 xi
* ∈  Ri(x–i

* )    ∀  i = 1, ..., n.
Åñëè îòêëèê êàæäîãî èãðîêà îäíîçíà÷åí (ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé), òî
ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé Íýøà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé
ñèñòåìû óðàâíåíèé:
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xi

* = Ri(x–i
* )    ∀  i = 1, ..., n.

Â Òàáëèöå 7 îòîáðàæåíèÿ îòêëèêà èãðîêîâ èçîáðàæåíû ïîä-
÷åðêèâàíèåì âûèãðûøåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûì äåéñò-
âèÿì. Ðàâíîâåñèå Íýøà â äàííîé èãðå — êëåòêà (B, Y), ïîñêîëü-
êó âûèãðûøè îáîèõ èãðîêîâ â íåé ïîä÷åðêíóòû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé îòêëèêà íà ïðè-
ìåðå èãðû, â êîòîðîé èãðîêè èìåþò êîíòèíóóì ñòðàòåãèé.

Игра 5. «Ìåæäóíàðîäíàÿ òîðãîâëÿ»
Äâå ñòðàíû îäíîâðåìåííî âûáèðàþò óðîâåíü òàìîæåííûõ

ïîøëèí, τi. Îáúåì òîðãîâëè ìåæäó ñòðàíàìè, x,16 çàâèñèò îò óñ-
òàíîâëåííûõ ïîøëèí êàê

 x = 1 – τ1 – τ2.
Öåëü êàæäîé ñòðàíû — ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîäû:
 ui = τix → max.

!!!!

Ìàêñèìèçèðóåì âûèãðûø 1-é ñòðàíû,
 τ1(1 – τ1 – τ2),

                                          
16 Â ýòîé èãðå ìû äëÿ óïðîùåíèÿ íå äåëàåì ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýêñïîð-

òîì è èìïîðòîì.

ïî τ1 ñ÷èòàÿ ôèêñèðîâàííûì óðîâåíü ïîøëèíû, óñòàíîâëåííûé
2-é ñòðàíîé. Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

1 – 2 τ1 – τ2 = 0.
Ïîñêîëüêó ìàêñèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî âîãíóòà, òî óñëîâèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíîìó ìàêñèìóìó.

Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè âûèã-
ðûøà 2-é ñòðàíû íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî:

1 – τ1 – 2 τ2 = 0.
Ðåøèâ ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàéäåì ðàâíî-

âåñèå Íýøà:
τ*

1 = τ*
2 = 1/3.

Îïòèìàëüíûé îòêëèê 1-é ñòðàíû íà óðîâåíü òàìîæåííîé
ïîøëèíû, óñòàíîâëåííîé 2-é ñòðàíîé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

τ1(τ2) = 
1 – τ2

2 .

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ îòêëèêà 2-é ñòðàíû èìååò âèä

τ2(τ1) = 
1 – τ1

2 .

×òîáû íàéòè ðàâíîâåñèå Íýøà, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé

 


   τ1(τ*

2) = τ*
1

 , 

 τ2(τ*
1) = τ*

2
 .  

 

Ãðàôè÷åñêè ïîèñê ðàâíîâåñèÿ Íýøà ïîêàçàí íå Ðèñ. 4. Òî÷-
êè, ëåæàùèå íà êðèâûõ îïòèìàëüíîãî îòêëèêà τ1(τ2) è τ2(τ1), õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â íèõ êàñàòåëüíûå ê êðèâûì áåçðàçëè-
÷èÿ èãðîêîâ ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùåé îñè êîîðäèíàò. Íà-
ïîìíèì, ÷òî êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ íàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê, â
êîòîðûõ ïîëåçíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî èíäèâèäóóìà îäíà è òà æå
(ui(x) = const). Ðàâíîâåñèå íàõîäèòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðè-
âûõ îòêëèêà.

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ êîíöåïöèè ðàâíîâåñèÿ Íýøà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî íàéòè ðåøåíèå è â òåõ èãðàõ, â êîòî-
ðûõ îòáðàñûâàíèå äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé íå ïîçâîëÿåò ýòîãî
ñäåëàòü. Îäíàêî ñàìà êîíöåïöèÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ áîëåå ñïîð-
íîé, ïîñêîëüêó îïèðàåòñÿ íà ñèëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîâåäå-
íèè èãðîêîâ.

Ñâÿçü ìåæäó ââåäåííûìè êîíöåïöèÿìè ðåøåíèé îïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè.

1

1

1
3

1
2

τ1

τ2

1
2

1
3

τ1(τ2)

τ2(τ1)

Точка
равновесия Нэша

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 4444. Ðàâíîâåñèå Íýøà â. Ðàâíîâåñèå Íýøà â. Ðàâíîâåñèå Íýøà â. Ðàâíîâåñèå Íýøà â
èãðå «Ìåæäóíàðîäíàÿ òîðãîâëÿ»èãðå «Ìåæäóíàðîäíàÿ òîðãîâëÿ»èãðå «Ìåæäóíàðîäíàÿ òîðãîâëÿ»èãðå «Ìåæäóíàðîäíàÿ òîðãîâëÿ»
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Теорема 1.
Åñëè x* = (x

*
1, ..., x

*
m) — ðàâíîâåñèå Íýøà â íåêîòîðîé èã-

ðå, òî íè îäíà èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî ñòðàòåãèé  íå ìî-
æåò áûòü îòáðîøåíà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäó-
ðû ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóå-
ìûõ ñòðàòåãèé.

Îáðàòíàÿ òåîðåìà âåðíà â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè.

Теорема 2.
Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáðàñûâàíèÿ
ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé ó êàæäîãî èãðîêà îñòà-
åòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ, x

*
i, òî x* = (x

*
1, ..., x

*
m) —

ðàâíîâåñèå  Íýøà â ýòîé èãðå.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé äàíû â Ïðèëîæåíèè
B (ñòð. 18). Íàì âàæíî çäåñü, ÷òî êîíöåïöèÿ Íýøà íå âõîäèò â
ïðîòèâîðå÷èå ñ èäåÿìè ðàöèîíàëüíîñòè, çàëîæåííîé â ïðîöåäóðå
îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé.

Ïî-âèäèìîìó, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçóìíî îïðåäåëåííîå
ðàâíîâåñèå, íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì îò-
áðàñûâàíèè ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Ïåðâóþ èç òåîðåì
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî êîíöåïöèÿ
Íýøà äîñòàòî÷íî ðàçóìíà. Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò îòíî-
ñèòñÿ òîëüêî ê ñòðîãîìó äîìèíèðîâàíèþ. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðè-
ìåð ðàâíîâåñèÿ Íýøà ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ñëàáî äîìèíè-
ðóåìûìè ñòðàòåãèÿìè (ñì. íàïð. Òàáëèöó 12 íà ñòð. 27).

Ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû èãð, â êîòîðûõ ðàâíîâåñèå Íý-

øà îòñóòñòâóåò. Ñëåäóþùàÿ èãðà ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð òàêîé ñè-
òóàöèè.

Игра 6. «Èíñïåêöèÿ»
Â ýòîé èãðå ïåðâûé èãðîê (ïðîâåðÿåìûé) ïîñòàâëåí ïåðåä

âûáîðîì — ïëàòèòü èëè íå ïëàòèòü ïîäîõîäíûé íàëîã. Âòîðîé
— íàëîãîâîé èíñïåêòîð, ðåøàåò, ïðîâåðÿòü èëè íå ïðîâåðÿòü
èìåííî ýòîãî íàëîãîïëàòåëüùèêà. Åñëè èíñïåêòîð «ëîâèò» íå-
äîáðîñîâåñòíîãî íàëîãîïëàòåëüùèêà, òî âçèìàåò â íåãî øòðàô è
ïîëó÷àåò ïîîùðåíèå ïî ñëóæáå, áîëåå ÷åì êîìïåíñèðóþùåå åãî

èçäåðæêè; â ñëó÷àå æå ïðîâåðêè «èñïðàâíîãî» íàëîãîïëàòåëü-
ùèêà, èíñïåêòîð, íå ïîëó÷àÿ ïîîùðåíèÿ,  òåì íå ìåíåå íåñåò
èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ ïðîâåðêîé. Ìàòðèöà âûèãðûøåé ïðåä-
ñòàâëåíà â òàáëèöå 8.

  !!!!

Åñëè èíñïåêòîð óâåðåí, ÷òî íàëîãîïëàòåëüùèê âûáåðåò íå
ïëàòèòü íàëîã, òî èíñïåêòîðó âûãîäíî åãî ïðîâåðèòü. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè íàëîãîïëàòåëüùèê óâåðåí, ÷òî åãî ïðîâåðÿò, òî
åìó ëó÷øå çàïëàòèòü íàëîã. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè èíñïåê-
òîð óâåðåí, ÷òî íàëîãîïëàòåëüùèê çàïëàòèò íàëîã, òî èíñïåêòîðó
íå âûãîäíî åãî ïðîâåðÿòü, à åñëè íàëîãîïëàòåëüùèê óâåðåí, ÷òî
èíñïåêòîð íå ñòàíåò åãî ïðîâåðÿòü, òî îí ïðåäïî÷òåò íå ïëàòèòü
íàëîã. Îïòèìàëüíûå îòêëèêè ïîêàçàíû â òàáëèöå ïîä÷åðêèâàíè-
åì ñîîòâåòñòâóþùèõ âûèãðûøåé. Î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíà èç êëå-
òîê íå ìîæåò áûòü ðàâíîâåñèåì Íýøà, ïîñêîëüêó íè â îäíîé èç
êëåòîê íå ïîä÷åðêíóòû îäíîâðåìåííî îáà âûèãðûøà.

Â ïîäîáíîé èãðå êàæäûé èãðîê çàèíòåðåñîâàí â òîì, ÷òîáû
åãî ïàðòíåð íå ñìîã óãàäàòü, êàêóþ èìåííî ñòðàòåãèþ îí âûáðàë.
Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü, âíåñÿ â âûáîð ñòðàòåãèè ýëåìåíò íåîï-
ðåäåëåííîñòè.

Òå ñòðàòåãèè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàíüøå, ïðèíÿòî
íàçûâàòü чистыми стратегиями. ×èñòûå ñòðàòåãèè â ñòàòè÷åñêèõ
èãðàõ ïî ñóòè äåëà ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèÿìè èãðîêîâ. Íî â íåêî-
òîðûõ èãðàõ åñòåñòâåííî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òàêæå ñìåøàí-
íûå ñòðàòåãèè. Ïîä смешанной стратегией ïîíèìàþò ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé íà ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé êàæäîãî èãðîêà êîíå÷íî,

Xi = {x
1
i  , ..., x

ni

i },

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 8888

Инспектор

проверять не
проверять

 1 0
нарушать –1  1 

–1  0 
Проверяемый

не
нарушать  0 0
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(ñîîòâåòñòâóþùàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ конечной,), ñìåøàííàÿ ñòðà-
òåãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷èñòûõ ñòðàòåãèé:

µµµµi = (µ1
i , ..., µni

i ).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà ÷å-

ðåç Μ i:
Μ i = {µµµµi |  µ

k
i

 # 0,  k = 1, ... ni; µ
1
i  + ... + µni

i  = 1}.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ñòàíäàðòíîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðèè

èãð (êàê è ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè) ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè âûèã-
ðûø — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî èãðîêè ïðåäïî÷èòàþò äåéñòâèÿ,
êîòîðûå ïðèíîñÿò èì íàèáîëüøèé îæèäàåìûé âûèãðûø. Îæè-
äàåìûé âûèãðûø i-ãî èãðîêà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ, (µµµµ1, ..., µµµµm), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 U(µµµµi, µµµµ–i) = 
n1

$
k1=1

⋅⋅⋅
nm

$
km=1

 µki

1 ⋅⋅⋅µkm

m
  ui(x

ki

1 , ..., x
km

m).

Îæèäàíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èãðîêè âûáè-
ðàþò ñòðàòåãèè íåçàâèñèìî (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå).

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò ран-
домизации èãðîêîì ñâîèõ äåéñòâèé, òî åñòü êàê ðåçóëüòàò èõ
ñëó÷àéíîãî âûáîðà. Íàïðèìåð, ÷òîáû âûáèðàòü êàæäóþ èç äâóõ
âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ, èãðîê ìîæåò
ïîäáðàñûâàòü ìîíåòó. Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âû-
áîð ñòðàòåãèè çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ñèãíàëà, êîòîðûé ñàì èãðîê
ìîæåò íàáëþäàòü, à åãî ïàðòíåðû — íåò.17 Íàïðèìåð, èãðîê ìî-
æåò âûáèðàòü ñòðàòåãèþ â çàâèñèìîñòè îò ñâîåãî íàñòðîåíèÿ, åñ-
ëè åìó èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé åãî íàñòðîåíèé, èëè
îò òîãî, ñ êàêîé íîãè îí â ýòîò äåíü âñòàë.18

Îïðåäåëåíèå 9.
Íàáîð ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé µµµµ* = (µµµµ*

1, ..., µµµµ*
m)  ÿâëÿåòñÿ равнове-

сием Нэша в смешанных стратегиях, åñëè:
1) ñòðàòåãèÿ µµµµ*

i êàæäîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ íå-
ãî îòêëèêîì íà îæèäàåìûå èì ñòðàòåãèè äðóãèõ èãðîêîâ µµµµe

–i:

 U(µµµµ*
i , µµµµe

–i) = 
 

max
µµµµi ∈   Μ i

 U(µµµµi, µµµµ
e
–i)  ∀  i = 1, ..., n;

                                          
17 Åñëè ñèãíàëû , íàáëþäàåìûå èãðîêàìè, ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû,

òî ýòî ìîæåò ïîìî÷ü èãðîêàì ñêîîðäèíèðîâàòü ñâîè äåéñòâèÿ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê êîíöåïöèè êîððåëèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ.

18 Âïîñëåäñòâèè  ìû ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî äîñòèãíóòü ýôôåêòà ðàí-
äîìèçàöèè â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

2) îæèäàíèÿ ñîâïàäàþò ñ ôàêòè÷åñêè âûáèðàåìûìè ñòðàòå-
ãèÿìè:

 µµµµe
–i = µµµµ*

–i  ∀  i = 1, ..., n.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ðàâíîâåñèåì Íýøà â òàê íàçûâàåìîì ñìå-
øàííîì ðàñøèðåíèè èãðû, ò.å. èãðå, ÷èñòûå ñòðàòåãèè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè èñõîäíîé èãðû.

Íàéäåì ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â Èãðå 6.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàëîãîïëàòåëüùèê

íå ïëàòèò ïîäîõîäíûé íàëîã, à ÷åðåç ν — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íàëîãîâîé èíñïåêòîð ïðîâåðÿåò íàëîãîïëàòåëüùèêà.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îæèäàåìûé âûèãðûø íàëîãîïëàòåëü-
ùèêà ðàâåí

U1(µ, ν) = µ [ν⋅(–1) + (1 – ν)⋅1] + (1 – µ) [ν⋅0 + (1 – ν)⋅0] = 
 = µ (1 – 2 ν),

à îæèäàåìûé âûèãðûø èíñïåêòîðà ðàâåí
U2(µ, ν) = ν [µ⋅1 + (1 – µ)⋅(–1)] + (1 – µ) [µ⋅0 + (1 – µ)⋅0] = 

 = ν (2 µ – 1).
Åñëè âåðîÿòíîñòü ïðîâåðêè ìàëà (ν < 1/2), òî íàëîãîïëàòåëü-

ùèêó âûãîäíî íå ïëàòèòü íàëîã, ò.å. âûáðàòü µ = 1. Åñëè âåðîÿò-
íîñòü ïðîâåðêè âåëèêà, òî íàëîãîïëàòåëüùèêó âûãîäíî çàïëà-
òèòü íàëîã, ò.å. âûáðàòü µ = 0. Åñëè æå ν = 1/2, òî íàëîãîïëàòåëü-
ùèêó âñå ðàâíî, ïëàòèòü íàëîã èëè íåò, îí ìîæåò âûáðàòü ëþ-
áóþ âåðîÿòíîñòü µ èç èíòåðâàëà [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæå-
íèå îòêëèêà íàëîãîïëàòåëüùèêà èìååò âèä:

µ(ν) = 



   1,  åñëè ν < 1/2 

 [0, 1],  åñëè ν = 1/2 
  0,  åñëè ν > 1/2 .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íàéäåì îòêëèê íàëîãîâîãî
èíñïåêòîðà:

ν(µ) = 



   0,  åñëè µ < 1/2 

 [0, 1],  åñëè µ = 1/2 
  1,  åñëè µ > 1/2 .

Ãðàôèêè îòîáðàæåíèé îòêëèêà îáîèõ èãðîêîâ ïðåäñòàâëåíû
íà  Ðèñ. 5. Ïî îñÿì íà ýòîé äèàãðàììå îòêëàäûâàþòñÿ âåðîÿòíî-
ñòè (ν è µ ñîîòâåòñòâåííî). Îíè èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷-
êó (1/2, 1/2). Ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñèþ Íýøà â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Â ýòîì ðàâíîâåñèè, êàê ýòî âñåãäà áûâàåò â
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ðàâíîâåñèÿõ ñ íåâûðîæäåííûìè
ñìåøåííûìè ñòðàòåãèÿìè (òî
åñòü â òàêèõ ðàâíîâåñèÿõ, â êî-
òîðûõ íè îäíà èç ñòðàòåãèé íå
âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1),
êàæäûé èãðîê ðàíäîìèçèðóåò
ñòðàòåãèè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò
åìó îäèíàêîâóþ îæèäàåìóþ ïî-
ëåçíîñòü. Âåðîÿòíîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé, âûáðàííûå èãðîêîì,
îïðåäåëÿþòñÿ íå ñòðóêòóðîé âû-
èãðûøåé äàííîãî èãðîêà, à
ñòðóêòóðîé âûèãðûøåé åãî ïàðò-
íåðà, ÷òî ìîæåò âûçâàòü èçâåñò-
íûå òðóäíîñòè ñ èíòåðïðåòàöèåé
äàííîãî ðåøåíèÿ.

Â îòëè÷èå îò ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, ðàâíîâåñèå â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â êîíå÷íûõ èãðàõ ñóùåñòâóåò âñåãäà,19

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Теорема 3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå G = 〈I, {Xi}i∈ I , {ui}i∈ I 〉  ó ëþáîãî
èãðîêà ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé Xi íåïóñòî, êîìïàêòíî è
âûïóêëî, à ôóíêöèÿ âûèãðûøà ui(⋅) âîãíóòà ïî xi è íå-
ïðåðûâíà. Òîãäà â èãðå G ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íýøà
(â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ).

Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â
èãðàõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
òîãî, ÷òî ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâå-
ñèåì â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè èãðû.

Следствие  (Òåîðåìà Íýøà).
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñóùåñòâóåò â
ëþáîé êîíå÷íîé èãðå.

                                          
19 Ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí Íýøåì â ñòàòüå 1950-ãî ãîäà, öèòèðóå-

ìîé â ñíîñêå 15.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå â èãðå ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íåâûðîæ-
äåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ðàññìîòðèì â Èãðå 1 «Âûáîð êîìïüþòåðà» ñëó÷àé, êîãäà âû-
ãîäû îò ñîâìåñòèìîñòè çíà÷èòåëüíû, ò.å. a < c è b < c. Â ýòîì âà-
ðèàíòå èãðû äâà ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ: (IBM, IBM) è
(Mac, Mac). Îáîçíà÷èì µ è ν âåðîÿòíîñòè âûáîðà êîìïüþòåðà
IBM PC ïåðâûì è âòîðûì èãðîêîì ñîîòâåòñòâåííî. Îæèäàåìûé
âûèãðûø 1-ãî èãðîêà ðàâåí

U1(µ, ν) = µ [ν⋅(a + c) + (1 – ν)⋅a] + (1 – µ) [ν⋅0 + (1 – ν)⋅c] = 
 =  µ [ν⋅2c – (c – a)] + (1 – ν) c,

à åãî îòêëèê èìååò âèä

µ(ν) = 



   0,  åñëè ν < (c – a)/2c 

 [0, 1],  åñëè ν = (c – a)/2c 
  1,  åñëè ν > (c – a)/2c .

Îæèäàåìûé âûèãðûø 2-ãî èãðîêà ðàâåí

U2(µ, ν) = ν [µ⋅c + (1 – µ)⋅0] + (1 – ν) [µ⋅b + (1 – µ)⋅(b + c)] = 
 =  ν [µ⋅2c – (b + c)] + b + (1 – µ) c,

à åãî îòêëèê èìååò âèä

ν(µ) = 



   0,  åñëè µ < (b + c)/2c 

 [0, 1],  åñëè µ = (b + c)/2c 
  1,  åñëè µ > (b + c)/2c .

Ãðàôèêè îòîáðàæåíèé îòêëèêà è òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
òðåì ðàâíîâåñèÿì èçîáðàæåíû íà Ðèñ.6. Êàê âèäíî, â ðàññìàòðè-

1

1
2

ν

µ

1
2

1
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���������������������������������������������������

����
����

����
����

���� ����
����

����
����

����

ν(µ)

µ(ν)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 5555. Îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèÿ
îòêëèêà â èãðåîòêëèêà â èãðåîòêëèêà â èãðåîòêëèêà â èãðå
«Èíñïåêöèÿ»«Èíñïåêöèÿ»«Èíñïåêöèÿ»«Èíñïåêöèÿ»

1

b + c
2c

ν

µ

c – a
2c

1
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��������������������������
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���
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���
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���

�������������������������������������������������������
����

����
����

����
����

����
����

����

ν(µ)

µ(ν)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 6666. Ñëó÷àé, êîãäà â èãðå «Âûáîð êîìïüþòåðà». Ñëó÷àé, êîãäà â èãðå «Âûáîð êîìïüþòåðà». Ñëó÷àé, êîãäà â èãðå «Âûáîð êîìïüþòåðà». Ñëó÷àé, êîãäà â èãðå «Âûáîð êîìïüþòåðà»
ñóùåñòâóåò òðè ðàâíîâåñèÿ, îäíî èç êîòîðûõ —ñóùåñòâóåò òðè ðàâíîâåñèÿ, îäíî èç êîòîðûõ —ñóùåñòâóåò òðè ðàâíîâåñèÿ, îäíî èç êîòîðûõ —ñóùåñòâóåò òðè ðàâíîâåñèÿ, îäíî èç êîòîðûõ —
ðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
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âàåìîé èãðå êðîìå äâóõ ðàâíîâåñèé â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ èìååòñÿ
îäíî ðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ðàâíû

µ = 
b + c

2c     è    ν = 
c – a

2c .

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ  A

Теорема.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå G = 〈I, {Xi}i∈ I , {ui0}i∈ I 〉  ó ëþáîãî
èãðîêà ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé Xi íåïóñòî, êîìïàêòíî è
âûïóêëî, à ôóíêöèÿ âûèãðûøà ui(⋅) âîãíóòà ïî xi è íå-
ïðåðûâíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íýøà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå îòêëèêà, Ri(⋅), êàæäîãî èãðîêà

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è åãî çíà÷åíèå ïðè êàæäîì  x–i
 ∈  X–i íå-

ïóñòî è âûïóêëî. Íåïóñòîòà ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà
(íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà).

Äîêàæåì âûïóêëîñòü. Ïóñòü z′, z′′  ∈  Ri(x–i). Î÷åâèäíî, ÷òî
u(z′, x –i) = u(z′′ , x –i). Èç âîãíóòîñòè ïî xi ôóíêöèè ui(⋅) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè α ∈ [0, 1]

 u(αz′ + (1–α)z′′ , x –i) # αu(z′, x –i) + (1–α)u(z′′ , x –i) =
 = u(z′, x –i) = u(z′′ , x –i).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ui(⋅) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êàõ z′ è

z′′ , òî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çäåñü íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì,
 αz′ + (1–α)z′′  ∈  Ri(x–i).
Äîêàæåì òåïåðü ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ

Ri(⋅). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
i  ñõîäÿùóþñÿ ê x%

 
i è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü x
n
–iñõîäÿùóþñÿ ê  x%

 
–i, ïðè÷åì x

n
i ∈  Ri(x

n
–i). Çàìåòèì,

÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ Xj x%
 
i ∈ Xi è x%

 
–i

  ∈  X–i . Íàì
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî x%

 
i∈  Ri(x%

 
–i). Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ îò-

êëèêà
 u(x

n
i , x

n
–i) # u(x

 
i, x

n
–i)   ∀ xi ∈ Xi, ∀ n.

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ui(⋅) ñëåäóåò, ÷òî
 u(x%

 
i, x%

 
–i) # u(x

 
i, x%

 
–i)   ∀ xi ∈ Xi.

Òåì ñàìûì, ïî ââåäåííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ
îòêëèêà, x%i ∈

 Ri(x%
 
–i).

Îïèðàÿñü íà äîêàçàííûå òîëüêî ÷òî ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ
Ri(⋅) è íà òåîðåìó Êàêóòàíè, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ

ïî Íýøó, òî åñòü òàêîãî íàáîðà ñòðàòåãèé x* ∈  X, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî

 xi
* ∈  Ri(x–i

* )    ∀  i = 1, ..., n.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå R(⋅) èç X â X ñëåäóþùèì îáðàçîì:
 R(x) = R1(x–1) × ... × Rn(x–n).
Îòìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ñâîéñò-

âàì, ÷òî è êàæäîå èç îòîáðàæåíèé Ri(⋅), òàê êàê ÿâëÿåòñÿ èõ äå-
êàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îòîáðàæåíèå R(⋅) è ìíîæåñòâî X óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì,
êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûïîëíåíèÿ òåîðåìû Êàêóòàíè. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ R(⋅):

 x* ∈  R(x*).
Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x* åñòü ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.  &

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ  B

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ôîðìàëüíî äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î
ñâÿçè ìåæäó ðàâíîâåñèåì Íýøà è ïðîöåäóðîé ïîñëåäîâàòåëüíîãî
îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ôîðìàëüíî ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî
îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Ïóñòü èñõîäíàÿ
èãðà çàäàíà êàê

G = 〈I, {Xi}I , {ui}I 〉.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èãð {G

[t]
 }t=0,1,2,..., êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäóþùåé èãðû îòáðàñûâàíèåì ñòðîãî
äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Èãðû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìíî-
æåñòâàìè äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé:

G
[t]
  = 〈I, {X

[t]
 i }I , {ui}I 〉.

Ïðîöåäóðà íà÷èíàåòñÿ ñ G[0]
  = G.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé i–ãî èãðîêà íà øàãå t+1
ðàññìàòðèâàåìîé ïðîöåäóðû áåðåòñÿ ðàâíûì ìíîæåñòâó íå äîìè-
íèðóåìûõ ñòðîãî ñòðàòåãèé i–ãî èãðîêà â èãðå t-ãî øàãà. Ìíîæå-
ñòâà íå äîìèíèðóåìûõ ñòðîãî ñòðàòåãèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
NDi (ñì. îïðåäåëåíèå ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé (Îïðåäåëå-
íèå 6, ñòð. 11)). Ôîðìàëüíî

NDi = {xi∈ Xi | ' ∃  yi∈ Xi : ui(yi, x–i) > ui(xi, x–i) ∀ x–i∈ X–i}.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü øàã ðàññìàòðèâàåìîé ïðîöå-

äóðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
X

[t+1]
 i  = ND

[t]
 i ,

ãäå ND
[t]
 i  — ìíîæåñòâî íå  äîìèíèðóåìûõ ñòðîãî ñòðàòåãèé â èãðå

G
[t]
 .
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Ïðèâåäåì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 1 è 2 (ñòð. 15). Òåî-

ðåìà 1 óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå:

Åñëè x* = (x
*
1, ..., x

*
m) — ðàâíîâåñèå Íýøà â íåêîòîðîé èã-

ðå, òî íè îäíà èç ñòðàòåãèé  íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíà â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíîãî
îòáðàñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé.

Åñëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷òî ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, òî
Òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè x* — ðàâíîâåñèå Íýøà â èñõîä-
íîé èãðå G, òî íà ëþáîì øàãå t âûïîëíåíî

 xi
* ∈  X

[t]
 i ,  ∀  i∈ I, ∀  t = 1, 2, ...

èëè
 x* ∈  X

[t]
  ,  ∀  t = 1, 2, ... .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1:
Ïóñòü åñòü òàêîé øàã τ, ÷òî íà íåì äîëæíà áûòü îòáðîøåíà

ñòðàòåãèÿ xi
* íåêîòîðîãî èãðîêà i∈ I. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïðå-

äûäóùèõ øàãàõ íè îäíà èç ñòðàòåãèé íå áûëà îòáðîøåíà:
 x* ∈  X

[t]
  , ∀ t = 1, ..., τ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòðîãîãî äîìèíèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò äðóãàÿ
ñòðàòåãèÿ èãðîêà i, xi′ ∈  X[τ]

 i , êîòîðàÿ äàåò ýòîìó èãðîêó â èãðå G[τ]
 

áîëåå âûñîêèé âûèãðûø ïðè ëþáûõ âûáîðàõ äðóãèõ èãðîêîâ:
 ui(xi′, x–i) > ui(xi

*, x–i) ∀ x–i∈ X[τ]
 –i.

Â òîì ÷èñëå, ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ
x–i

*, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñòðàòåãèè x–i
* íå áûëè îò-

áðîøåíû íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ ïðîöåäóðû (x–i
* ∈ X[τ]

 –i). Çíà÷èò,
 ui(xi′, x–i

* ) > ui(xi
*, x–i

* ).
Îäíàêî ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x* — ðàâíîâåñèå
Íýøà.  &

Äîêàæåì òåïåðü Òåîðåìó 2. Íàïîìíèì åå ôîðìóëèðîâêó:

Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáðàñûâàíèÿ
ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé ó êàæäîãî èãðîêà îñòà-
åòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ, x

*
i, òî x* = (x

*
1, ..., x

*
m) —

ðàâíîâåñèå  Íýøà â ýòîé èãðå.

Äàííàÿ òåîðåìà îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà â ïðîöåññå îòáðà-
ñûâàíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
øàãà t% îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé íàáîð ñòðàòåãèé, x*, ò.å.

 X
[t]
 i  = {xi

*} ,   ∀  i∈ I, ∀ t = 1, ..., t%.
Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî x* ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðàâíîâå-

ñèåì Íýøà èñõîäíîé èãðû.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2:
Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî äîêàçàííîé òîëüêî ÷òî òåîðåìå, íè îäíî

èç ðàâíîâåñèé Íýøà íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíî, íàì îñòàåòñÿ
òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûé íàáîð ñòðàòåãèé x* ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñèåì Íýøà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ x(i íåêîòîðîãî èãðîêà i, òàêàÿ ÷òî

 ui(xi
*, x–i

* ) < ui(x(i, x–i
* ).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñòðàòåãèÿ x(i áûëà îòáðîøåíà íà íåêîòî-
ðîì øàãå τ, ïîñêîëüêó îíà íå ñîâïàäàåò ñ xi

*. Òàêèì îáðàçîì, ñó-
ùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ñòðîãî äîìèíèðóþùàÿ åå ñòðàòåãèÿ xi′∈ X[τ]

 i ,
òàê ÷òî

 ui(xi′, x–i) > ui(x(i, x–i)  ∀ x–i∈ X[τ]
 –i.

Â òîì ÷èñëå ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè x–i = x–i
*:

 ui(xi′, x–i
* ) > ui(x(i, x–i

* ).
Ñòðàòåãèÿ xi′ íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñî ñòðàòåãèåé xi

*, ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå âûøåïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò äðóã
äðóãó. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ñòðàòåãèÿ x i″, êîòîðàÿ äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ xi′ íà íåêîòîðîì
øàãå τ′ > τ, ò.å.

 ui(x i″, x–i) > ui(xi′, x–i)  ∀ x–i∈ X[τ′ ]
 –i .

Â òîì ÷èñëå
 ui(x i″, x–i

* ) > ui(xi′, x–i
* ).

Ìîæíî îïÿòü óòâåðæäàòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ x i″ íå ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñî ñòðàòåãèåé xi

*, èíà÷å âûøåïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà ïðî-
òèâîðå÷èëè áû äðóã äðóãó.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü øàãîâ  τ < τ′ < τ″ < ... è ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûõ ñòðàòå-
ãèé xi′, x i″, x i″′ , ..., íå ñîâïàäàþùèõ ñ xi

*. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñò-

âîâàíèþ øàãà t%, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ñòðàòåãèé ñîñòîÿò òîëüêî èç xi

*.  &
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ÇÀÄÀ×È

1. Äâà èãðîêà ðàçìåùàþò íåêîòîðûé îáúåêò íà ïëîñêîñòè, òî
åñòü âûáèðàþò åãî êîîðäèíàòû (x, y). Èãðîê 1 íàõîäèòñÿ â òî÷êå
(x1, y1), à èãðîê 2 — â òî÷êå (x2, y2). Èãðîê 1 âûáèðàåò êîîðäèíà-
òó x, à èãðîê 2 — êîîðäèíàòó y. Êàæäûé ñòðåìèòüñÿ, ÷òîáû îáú-
åêò íàõîäèëñÿ êàê ìîæíî áëèæå ê íåìó. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîé
èãðå ó êàæäîãî èãðîêà åñòü ñòðîãî äîìèíèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé èãðå ó êàæäîãî èç èãðî-
êîâ ñóùåñòâóåò ñòðîãî äîìèíèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ, òî ýòè ñòðàòå-
ãèè ñîñòàâëÿþò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå Íýøà.

3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ðàâíîâåñèå â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãè-
ÿõ äîëæíî áûòü òàêæå ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå Íýøà. Ïðèâåäèòå
ïðèìåð èãðû, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â äîìèíèðóþùèõ
ñòðàòåãèÿõ, è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ðàâíîâåñèÿ Íýøà, íå ñîâ-
ïàäàþùèå ñ ðàâíîâåñèåì â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ.

Íàéäèòå â ñëåäóþùèõ èãðàõ âñå ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

4. Èãðà 2 (ñòð. 7), âûèãðûøè êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â Òàáëè-
öå 9.

5. «Îðåõè»
Äâà èãðîêà äåëÿò ìåæäó ñîáîé 4 îðåõà. Êàæäûé äåëàåò ñâîþ

çàÿâêó íà îðåõè: xi = 1, 2 èëè 3. Åñëè x1 + x2 ) 4, òî êàæäûé ïîëó-
÷àåò ñêîëüêî ïðîñèë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáà íå ïîëó÷àþò íè÷å-
ãî.

6. Äâà ïðåïîäàâàòåëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïèøóò
ó÷åáíèê.  Êà÷åñòâî ó÷åáíèêà (q ) çàâèñèò îò èõ óñèëèé (e1 è e2 ñî-
îòâåòñòâåííî) ïî ôóíêöèè

 q = 2(e1 +
 e2).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êàæäîãî èìååò âèä
 ui = q – ei

— êà÷åñòâî ìèíóñ óñèëèÿ. Ìîæíî âûáðàòü óñèëèÿ íà óðîâíå 1, 2
èëè 3.

7. «Òðåòèé ëèøíèé»

Êàæäûé èç òðåõ èãðîêîâ âûáèðàåò îäíó èç ñòîðîí ìîíåòû:
«орёл» или «решка». Если выборы игроков совпали, то каждому выдается
по 1 рублю. Если выбор одного из игроков отличается от выбора двух дру-
гих, то он выплачивает им по 1 рублю.

8. Òðè èãðîêà âûáèðàþò îäíó èç òðåõ àëüòåðíàòèâ: A, B èëè
C. Àëüòåðíàòèâà âûáèðàåòñÿ ãîëîñîâàíèåì áîëüøèíñòâîì ãîëî-
ñîâ. Êàæäûé èç èãðîêîâ ãîëîñóåò çà îäíó è òîëüêî çà îäíó àëü-
òåðíàòèâó. Åñëè íè îäíà èç àëüòåðíàòèâ íå íàáåðåò áîëüøèíñòâî,
òî áóäåò âûáðàíà àëüòåðíàòèâà A. Âûèãðûøè èãðîêîâ â çàâèñè-
ìîñòè îò âûáðàííîé àëüòåðíàòèâû ñëåäóþùèå:

 u1(A) = 2,  u1(B) = 1,  u1(C) = 0,
 u2(A) = 0,  u2(B) = 2,  u2(C) = 1,
 u3(A) = 1,  u3(B) = 0,  u3(C) = 2.

9. Ôîðìèðóþòñÿ äâà èçáèðàòåëüíûõ áëîêà, êîòîðûå áóäóò
ïðåòåíäîâàòü íà ìåñòà â çàêîíîäàòåëüíîì ñîáðàíèè ãîðîäà N-ñêà.
Êàæäûé èç áëîêîâ ìîæåò âûáðàòü îäíó èç òðåõ îðèåíòàöèé: «ëå-
âàÿ» (L), «ïðàâàÿ» (R) è «ýêîëîãè÷åñêàÿ» (E). Êàæäàÿ èç îðèåí-
òàöèé ìîæåò ïðèâëå÷ü 50, 30 è 20% èçáèðàòåëåé ñîîòâåòñòâåííî.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíòåðåñóþùàÿ èõ îðèåíòàöèÿ íå ïðåäñòàâëåíà
íà âûáîðàõ, òî èçáèðàòåëè èç ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû íå áóäóò
ãîëîñîâàòü. Åñëè áëîêè âûáåðóò ðàçíûå îðèåíòàöèè, òî êàæäûé
ïîëó÷èò ñîîòâåòñòâóþùóþ äîëþ ãîëîñîâ. Åñëè áëîêè âûáåðóò îä-
íó è òó æå îðèåíòàöèþ, òî ãîëîñà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû èçáè-
ðàòåëåé ðàçäåëÿòñÿ ïîðîâíó ìåæäó íèìè. Öåëü êàæäîãî áëîêà —
ïîëó÷èòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ.

10. Äâà èãðîêà ðàçìåùàþò òî÷êó íà ïëîñêîñòè. Îäèí èãðîê
âûáèðàåò àáñöèññó, äðóãîé — îðäèíàòó. Èõ âûèãðûøè çàäàíû
ôóíêöèÿìè:

à) ux(x,y) = – x2 + x (y + a) + y2, uy(x,y) = – y2 + y (x + b) + x2,
á) ux(x,y) = – x2 – 2ax (y + 1) + y2, uy(x,y) = – y2 + 2by (x + 1) + x2,
â) ux(x,y) = – x –  y/x + 1/2 y2, uy(x,y) = – y –  x/y + 1/2 x2,
 (a, b – êîýôôèöèåíòû).

11. «Мороженщики на пляже»
Äâà ìîðîæåíùèêà â æàðêèé äåíü ïðîäàþò íà ïëÿæå ìîðî-

æåíîå. Ïëÿæ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê åäèíè÷íûé îòðåçîê. Ìîðî-
æåíùèêè âûáèðàþò, â êàêîì ìåñòå ïëÿæà èì íàõîäèòüñÿ, ò.å.
âûáèðàþò êîîðäèíàòó xi ∈  [0, 1]. Ïîêóïàòåëè ðàâíîìåðíî ðàññðåäî-
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òî÷åíû ïî ïëÿæó è ïîêóïàþò ìîðîæåíîå ó áëèæàéøåãî ê íèì
ïðîäàâöà. Åñëè x1 < x2, òî ïåðâûé îáñëóæèâàþò (x1 + x2)/2 äîëþ
ïëÿæà, à âòîðîé — 1 – (x1 + x2)/2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå,
åñëè îíè ðàñïîëîæàòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå (x1 = x2), ïîêóïà-
òåëè ïîðîâíó ðàñïðåäåëÿòñÿ ìåæäó íèìè. Êàæäûé ìîðîæåíùèê
ñòðåìèòüñÿ îáñëóæèâàòü êàê ìîæíî áîëüøóþ äîëþ ïëÿæà.

12. «Аукцион»
Рассмотрите аукцион, подобный описанному в Игре 4, ïðè óñëîâèè,

÷òî выигравший аукцион игрок платит названную им цену.

13. Ïðîàíàëèçèðóéòå Èãðó 1 «Выбор компьютера» (стр. 6) и най-
дите ответы на следующие вопросы:

à)  Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû a, b è c áóäåò ñóùåñò-
âîâàòü ðàâíîâåñèå â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ? Êàêèì áóäåò ýòî
ðàâíîâåñèå?

á)  Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû áóäåò ðàâíîâåñèåì
Íýøà èñõîä, êîãäà îáà âûáèðàþò IBM? Êîãäà ýòî ðàâíîâåñèå
åäèíñòâåííî? Ìîæåò ëè îíî ÿâëÿòüñÿ òàêæå ðàâíîâåñèåì â äîìè-
íèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ?

14. Êàæäûé èç äâóõ ñîñåäåé ïî ïîäúåçäó âûáèðàåò, áóäåò îí
ïîäìåòàòü ïîäúåçä ðàç â íåäåëþ èëè íåò. Ïóñòü êàæäûé îöåíè-
âàåò  âûãîäó äëÿ ñåáÿ îò äâîéíîé ÷èñòîòû â a > 0 äåíåæíûõ åäè-
íèö, âûãîäó îò îäèíàðíîé ÷èñòîòû — â b > 0 åäèíèö,  îò íåóá-
ðàííîãî ïîäúåçäà — â 0, à ñâîè çàòðàòû íà ëè÷íîå ó÷àñòèå â
óáîðêå — â c > 0. Ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó a, b è c â èãðå
ñëîæàòñÿ ðàâíîâåñèÿ âèäà: (0) íèêòî íå óáèðàåò, (1) îäèí óáèðà-
åò, (2) îáà óáèðàþò.

15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé èãðå äâóõ èãðîêîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ èìååò 2 ñòðàòåãèè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðàâíîâåñèå Íýøà. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîé èãðå õîòÿ áû ó îäíîãî èç
èãðîêîâ åñòü äîìèíèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

16. Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ (i = 1, 2) èìååò ïî 3 ñòðàòåãèè: a,
b, c è x, y, z ñîîòâåòñòâåííî. Âçÿâ ñâîå èìÿ êàê áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ òèïà èâàíèâàíèâàí..., çàäàéòå âûèãðû-
øè ïåðâîãî èãðîêà  òàê: u1(a, x) = «è», u1(a, y) = «â», u1(a, z) = «à»,
u1(b, x) = «í», u1(b, y) = «è», u1(b, z) = «â», u1(c, x) = «à», u1(c, y) = «í»,

u1(c, z) = «è». Ïîäñòàâüòå âìåñòî êàæäîé áóêâû èìåíè åå íîìåð â
àëôàâèòå, äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóéòåñü Òàáëèöåé 11. Àíàëîãè÷íî èñ-
ïîëüçóÿ ôàìèëèþ, çàäàéòå âûèãðûøè âòîðîãî èãðîêà, u2(.).

1) Åñòü ëè â Âàøåé èãðå äîìèíèðóþùèå è ñòðîãî äîìèíè-
ðóþùèå ñòðàòåãèè? Åñëè åñòü, òî îáðàçóþò ëè îíè ðàâíîâåñèå â
äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ?

2) Êàêèì áóäåò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáðàñûâàíèÿ
ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé?

3) Íàéäèòå ðàâíîâåñèÿ Íýøà ýòîé èãðû.

17. Ñîñòàâüòå ïî èìåíè, ôàìèëèè è îò÷åñòâó ìàòðè÷íóþ èãðó
òðåõ èãðîêîâ, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ ïî 2 ñòðàòåãèè. Îòâåòüòå íà
âîïðîñû ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

18. Çàïîëíèòå ïðîïóùåííûå âûèãðûøè â ñëåäóþùåé òàáëè-
öå òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåéñÿ èãðå…

(0) íå áûëî íè îäíîãî ðàâíîâåñèÿ Íýøà,
(1) áûëî îäíî ðàâíîâåñèå Íýøà,
(2) áûëî äâà ðàâíîâåñèÿ Íýøà,
(3) áûëî òðè ðàâíîâåñèÿ Íýøà,
(4) áûëî ÷åòûðå ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

19. 1) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â ëþáîì ðàâíîâåñèè Íýøà âûèã-
ðûø i-ãî èãðîêà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì

 

min
x–i ∈  X–i

 
 

max
xi ∈  Xi

 ui(x
 
i, x –i).

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 10101010

1 ?
? 2

? 0
4 ?

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 11111111

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 à á â ã ä å ¸ æ ç
1 è é ê ë ì í î ï ð ñ
2 ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û
3 ü ý þ ÿ
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2) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â ëþáîì ðàâíîâåñèè Íýøà âûèãðûø i-

ãî èãðîêà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì
 

max
xi ∈  Xi

 
 

min
x–i ∈  X–i

 ui(x
 
i, x –i).

20. Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâàì антагонистических игр двух
лиц. Àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðîé äâóõ ëèö íàçûâàåòñÿ èãðà, â êî-
òîðîé ñóììà âûèãðûøåé îáîèõ èãðîêîâ ïîñòîÿííà:

 u1(x1, x2) + u2(x1, x2) = C.
(Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà C = 0, òàêàÿ èãðà называется игрой с

нулевой суммой.)
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèè u1(x1,

x2) â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå äâóõ ëèö ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ðàâíîâåñèé Íýøà.

(Íàïîìíèì, ÷òî седловой точкой ôóíêöèè u1(x1, x2), íàçûâàþò
òàêóþ òî÷êó (x

*
1, x

*
2) ∈  X1×X2, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1

 ∈  X1 è x2
 ∈  X2 âû-

ïîëíåíî
 u1(x1, x

*
2) ) u1(x

*
1, x

*
2) ) u1(x

*
1, x2).)

Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñëåäóþùèõ èãðàõ íåò ðàâíîâåñèÿ Íýøà â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Íàéäèòå ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ.

21. Äîêàæèòå, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ äâóõ ïðåäûäóùèõ
çàäà÷, ÷òî â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå äâóõ ëèö ðàâíîâåñèå Íýøà
(â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

 
 

min
x2 ∈  X2

 
 

max
x1 ∈  X1

 u1(x1, x2) = 
 

max
x1 ∈  X1

 
 

min
x2 ∈  X2

 u1(x1, x2).

22. «Îðåë èëè ðåøêà»
Ïåðâûé èç äâóõ èãðîêîâ ïðÿ÷åò ìîíåòêó, ïîëîæèâ åå ïî ñâî-

åìó âûáîðó ââåðõ îðëîì èëè ðåøêîé. Âòîðîé èãðîê äîëæåí óãà-
äàòü, êàê ëåæèò ìîíåòêà. Åñëè âòîðîé èãðîê óãàäàåò, òî ïåðâûé
äîëæåí îòäàòü åìó ðóáëü, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí äîëæåí îòäàòü
ïåðâîìó ðóáëü.

23. «Êàìåíü - íîæíèöû – áóìàãà»
Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé íàçûâàåò

îäèí èç òðåõ ïðåäìåòîâ: «êàìåíü», «íîæíèöû» èëè «áóìàãà». Èã-
ðîê, íàçâàâøèé êàìåíü, âûèãðûâàåò èãðîêà, íàçâàâøåãî íîæíè-

öû (íîæíèöû òóïÿòñÿ î êàìåíü), èãðîê, íàçâàâøèé íîæíèöû,
âûèãðûâàåò èãðîêà, íàçâàâøåãî áóìàãó (íîæíèöû ðåæóò áóìàãó),
à èãðîê, íàçâàâøèé áóìàãó, âûèãðûâàåò èãðîêà, íàçâàâøåãî êà-
ìåíü (êàìåíü ìîæíî çàâåðíóòü â áóìàãó). Âûèãðàâøèé èãðîê ïî-
ëó÷àåò 1, ïðîèãðàâøèé ïîëó÷àåò  –1. Åñëè íàçâàííûå ïðåäìåòû
ñîâïàëè, òî êàæäûé èãðîê ïîëó÷àåò 0.

24. Èäåò âîéíà ìåæäó ñèíèìè è êðàñíûìè. Ãåíåðàë ñèíèõ
õî÷åò çàíÿòü ãîðîä êðàñíûõ, èìåÿ äâå ðîòû. Ê ãîðîäó ìîæíî ïî-
äîéòè ïî îäíîé èç äâóõ äîðîã. Ãåíåðàë ñèíèõ êàæäóþ ñâîþ ðîòó
ìîæåò ïîñëàòü ïî ëþáîé èç äîðîã. Ãåíåðàë êðàñíûõ ðàñïîëàãàåò
òðåìÿ ðîòàìè è ìîæåò ïðèêàçàòü ëþáîé ðîòå îáîðîíÿòü ëþáóþ
äîðîãó. Ñèíèå çàéìóò ãîðîä â òîì ñëó÷àå, åñëè íà îäíîé èç äîðîã
ó íèõ áóäåò áîëüøå ðîò, ÷åì ó êðàñíûõ. Ïðè ýòîì ñèíèå ïîëó÷àò
1, à êðàñíûå — –2. Åñëè ñèíèå íå çàéìóò ãîðîä, òî âûèãðûøè
ñîñòàâÿò –1 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.

25. Â íåêîòîðîé èãðå äâóõ èãðîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìå-
åò 2 ñòðàòåãèè, ó êàæäîãî èç èãðîêîâ âñå âûèãðûøè ðàçëè÷íû, è
ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ðàâíîâåñèÿ Íýøà. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîé
èãðå åñòü åùå ðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ.

2. Динамические игры с совершенной
информацией

Ìíîãèå ñèòóàöèè, âêëþ÷àþùèå âçàèìîäåéñòâèå èíäèâèäóó-
ìîâ, ÿâëÿþòñÿ ïî ñâîåìó ñìûñëó äèíàìè÷åñêèìè. Ëþäè âçàèìî-
äåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì âî âðåìåíè è äåéñòâóþò, ðåàãèðóÿ íà òå
ðåøåíèÿ, êîòîðûå ðàíåå ïðèíÿëè äðóãèå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðèíèìàÿ ðåøåíèÿ, êàæäûé èãðîê ðàñïîëàãàåò îïðåäåëåííîé
èíôîðìàöèåé î ðåøåíèÿõ, ïðèíÿòûõ äðóãèìè èãðîêàìè, ÷òî
ïðåäïîëàãàåò î÷åðåäíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (õîäîâ).

Динамической áóäåì íàçûâàòü òàêóþ èãðó, â êîòîðîé  êàæ-
äûé èãðîê ìîæåò ñäåëàòü íåñêîëüêî õîäîâ è ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí èç èãðîêîâ, äåëàÿ õîä, çíàåò, êàêîé õîä ñäåëàë äðóãîé èã-
ðîê (âîçìîæíî, îí ñàì). Â ýòîé ñèòóàöèè îí ñòîèò ïåðåä ñâåð-
øèâøèìèñÿ ôàêòàìè (óæå ñäåëàííûìè ðàíåå è èçâåñòíûìè åìó
õîäàìè) è äîëæåí ó÷èòûâàòü èõ ïðè âûáîðå ñâîèõ äåéñòâèé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé èãðû.
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Игра 7. «Òåððîðèñò»
Â ñàìîëåò, êîòîðûé äîëæåí ëåòåòü èç Ìàéàìè â Íüþ-Éîðê,

ñåë òåððîðèñò. Òåððîðèñò òðåáóåò, ÷òîáû ïèëîò ëåòåë íà Êóáó,
óãðîæàÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âçîðâàòü ñàìîëåò. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òåððîðèñò íå ìîæåò îïðåäåëèòü, êóäà äåéñòâèòåëüíî ëåòèò
ñàìîëåò. Ïåðâûé õîä â ýòîé èãðå òîãäà  äåëàåò ïèëîò. Îí ìîæåò
ëåòåòü ëèáî íà Êóáó, ëèáî â Íüþ-Éîðê. Åñëè ïèëîò ïîñàäèò ñà-
ìîëåò íà Êóáå, òî åãî âûèãðûø ñîñòàâèò –1, à âûèãðûø òåððîðè-
ñòà ñîñòàâèò 1. Åñëè æå ñàìîëåò ñÿäåò â Íüþ-Éîðêå, òî äåëàåò
ñâîé õîä òåððîðèñò. Îí ìîæåò ëèáî âçîðâàòü áîìáó, ëèáî íå

âçðûâàòü. Åñëè áîìáà âçîðâåòñÿ, òî âûèãðûøè îáîèõ èãðîêîâ ñî-
ñòàâÿò –100, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûø ïèëîòà ñîñòàâèò 1, à
âûèãðûø òåððîðèñòà ñîñòàâèò –1. !!!!

Äàííóþ èãðó óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèàãðàììû, èçîáðà-
æàþùåé дерево игры (ñì. Ðèñ. 7).20

Ðåøåíèå èãðû ìîæíî íàéòè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èãðîêè
ðàöèîíàëüíû è ÷òî ðàöèîíàëüíîñòü è ñòðóêòóðà èãðû ÿâëÿþòñÿ
îáùåèçâåñòíûìè ôàêòàìè. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäîì обратной индукции.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì èãðó «ðàçìàòûâàþò» ñ êîíöà.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ âåðøèíó èãðû, â êîòîðîé îäèí èç èãðî-
êîâ äåëàåò âûáîð. Â äàííîì ñëó÷àå íàì íàäî ñïðîãíîçèðîâàòü êàê

                                          
20 Íàì óäîáíåå èçîáðàæàòü äåðåâî «êðîíîé âíèç». Ñàì òåðìèí äåðåâî

âçÿò èç òåîðèè ãðàôîâ.

ïîñòóïèò òåððîðèñò, îêàçàâøèñü â Íüþ-Éîðêå. Îò ðåøåíèÿ òåð-
ðîðèñòà â ýòîé ñèòóàöèè (âåð-
øèíå) çàâèñèò èñõîä èãðû, ïî-
ñêîëüêó ïèëîò óæå ñäåëàë ñâîé
õîä, è íå ìîæåò «âçÿòü
îáðàòíî». Åñëè òåððîðèñò ðà-
öèîíàëåí, òî îí ïðèìåò ðåøå-
íèå íå âçðûâàòü áîìáó, ïî-
ñêîëüêó –1 áîëüøå –100. Òàêèì
îáðàçîì, äåéñòâèÿ òåððîðèñòà
ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü.

Ïîñêîëüêó, êàê ìû ïðåä-
ïîëîæèëè, ðàöèîíàëüíîñòü
òåððîðèñòà ÿâëÿåòñÿ îáùèì çíàíèåì, òî ïèëîò ìîæåò «ïðîñ÷è-
òàòü» äåéñòâèÿ òåððîðèñòà è, òåì ñàìûì, áóäåò çíàòü, ÷òî ñëó-
÷èòüñÿ, åñëè îí ïðèëåòèò â Íüþ-Éîðê.

×òîáû áûëî áîëåå ïîíÿòíî, êàêîé âûáîð ñòîèò ïåðåä ïèëî-
òîì, óäîáíî ÷àñòè÷íî «ñâåðíóòü» äåðåâî èãðû, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
äåéñòâèÿ òåððîðèñòà â Íüþ-Éîðêå èçâåñòíû. Ïîëó÷åííàÿ óñå÷åí-
íàÿ (ðåäóöèðîâàííàÿ) èãðà ïîêàçàíà íà Ðèñ. 8.

Â ýòîé èãðå äåéñòâèÿ ïèëîòà íåñëîæíî ïðåäñêàçàòü — îí ïî-
ëåòèò â Íüþ-Éîðê, ïîñêîëüêó ïðåäïî÷èòàåò âûèãðûø 1 âûèãðû-
øó –1. Òàêèì îáðàçîì, èñõîä èãðû îäíîçíà÷åí: ïèëîò ïîñàäèò
ñàìîëåò â Íüþ-Éîðêå,
à òåððîðèñò íå ñòàíåò
âçðûâàòü áîìáó.

Èçîáðàçèì ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå íà
äåðåâå (ñì. Ðèñ. 9). Òå
äåéñòâèÿ, êîòîðûå
áûëè âûáðàíû ñîîò-
âåòñòâóþùèì èãðîêîì
â êàæäîé èç âåðøèí,
èçîáðàçèì äâîéíûìè
ëèíèÿìè. Èñõîä èãðû
îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòî-
ðèåé, ñîñòîÿùåé èç
âûáðàííûõ äåéñòâèé,
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è èäóùåé èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â îäíó èç êîíå÷íûõ âåðøèí.21

Â äàííîì ñëó÷àå ìû ðàññìîòðåëè игру с совершенной инфор-
мацией, òî åñòü òàêóþ èãðó, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê, äåëàÿ âû-
áîð, çíàåò âñþ ïðåäûäóùóþ èñòîðèþ èãðû, èëè, åñëè ãîâîðèòü ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èãðû â âèäå äåðåâà, êàæäûé èãðîê
çíàåò, â êàêîé èç âîçìîæíûõ ñèòóàöèé (âåðøèí äåðåâà) îí íàõî-
äèòñÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå èãðû â âèäå äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò развернутой
форме èãðû.22 Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, êàê ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü äèíàìè÷åñêóþ èãðó â íîðìàëüíîé ôîðìå. À ñåé÷àñ ïåðå÷èñ-
ëèì, ÷òî äîëæíî âêëþ÷àòü îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé èãðû (ñ ñî-
âåðøåííîé èíôîðìàöèåé) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå:

" ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà èãðû, â òîì ÷èñëå îäíó íà÷àëü-
íóþ âåðøèíó;

" äëÿ êàæäîé âåðøèíû, êðîìå íà÷àëüíîé, — åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî åé ïðåäøåñòâóåò; ïðè ýòîì íå
äîëæíî áûòü öèêëîâ, òî åñòü öåïü ïðåäøåñòâóþùèõ âåðøèí, ïî-
ñòðîåííàÿ èç ëþáîé âåðøèíû, äîëæíà çàêàí÷èâàòüñÿ â íà÷àëü-
íîé âåðøèíå (÷òî ïðåäïîëàãàåò, â òîì ÷èñëå, îòñóòñòâèå öèêëîâ);

" ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
" äëÿ êàæäîé âåðøèíû, êðîìå êîíå÷íûõ, — åäèíñòâåííîãî

èãðîêà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò õîä â äàííîé âåðøèíå;
" äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé âåðøèíû, òî åñòü òàêîé, êîòîðàÿ íå

ïðåäøåñòâóåò íè îäíîé äðóãîé âåðøèíå, — âåêòîð âûèãðûøåé
âñåõ èãðîêîâ.

                                          
21 Ïðåäñêàçàííûé èñõîä èãðû êàæåòñÿ äîâîëüíî ñòðàííûì. Âåäü

âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ïèëîò áóäåò îïàñàòüñÿ, ÷òî òåððîðèñò âñå-òàêè
âçîðâåò ñàìîëåò. Äàííûé èñõîä, îäíàêî, ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò îïè-
ñàíèþ èãðû, à òàêæå ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Ìîæíî ñäåëàòü èãðó
áîëåå ðåàëèñòè÷íîé, åñëè äîáàâèòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ìîæåò âñòðå-
òèòüñÿ òåððîðèñò, êîòîðîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò
âûãîäíî âçîðâàòü áîìáó. Òàêóþ èãðó ìû ðàññìîòðèì â äàëüíåéøåì, â
ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì òàê íàçûâàåìûì áàéåñîâñêèì äèíàìè÷åñêèì
èãðàì.

22  Êàê è íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû, ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà áûëà âïåðâûå â
ÿâíîì âèäå îïèñàíà Äæ. ôîí Íåéìàíîì (Ñì. ññûëêè â ñíîñêå 8). Ñì
òàêæå Kuhn, H. W. (1953), "Extensive Games and the Problem of Infor-
mation," pp. 193-216 in Contributions to the Theory of Games, Volume II
(Annals of Mathematics Studies, 28) (H.W. Kuhn and A. W. Tucker, eds.),
Princeton: Princeton University Press.

(Åñëè â èãðå åñòü ñëó÷àéíûå õîäû ïðèðîäû, òî ñëåäóåò òàêæå
çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæ-
íûõ õîäîâ ïðèðîäû.)

Ïåðâûå äâà ïóíêòà çäåñü ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèþ äåðåâà èã-
ðû.

Äåéñòâèå â ýòîé êîíñòðóêöèè îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïàðîé íå-
ïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ îäíà çà äðóãîé âåðøèí. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî äåéñòâèé, êîòîðûå ìîæ-
íî îñóùåñòâèòü, íàõîäÿñü â äàííîé âåðøèíå. Ìíîæåñòâî âîç-
ìîæíûõ äåéñòâèé ñâÿçàíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò çà äàííîé âåð-
øèíîé (ò.å. êîòîðûì íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò äàííàÿ âåð-
øèíà), òî åñòü êàæäîå âûáðàííîå äåéñòâèå ïðèâîäèò â îäíó è
òîëüêî â îäíó âåðøèíó.

Êàæäîé âåðøèíå â èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ предыстория — òî åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé, êîòîðàÿ ïðèâîäèò èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â äàí-
íóþ âåðøèíó.

Â ñëó÷àå, êîãäà â äèíàìè÷åñêîé èãðå ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà,
è èãðà ïðîèñõîäèò â 2 ýòàïà, òî îáðàòíóþ èíäóêöèþ óäîáíî ïðî-
âåñòè íà îñíîâå ôóíêöèè îòêëèêà 2-ãî èãðîêà íà äåéñòâèÿ 1-ãî.
Ñëåäóþùàÿ èãðà èëëþñòðèðóåò èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïðèåìà.

Игра 8 («Ðýêåò»)23

Ðýêåòèðû âûáèðàþò, êàêóþ äîëþ α
(α ∈  [0,1]) âûðó÷êè îòáèðàòü ó ôèðìû. Îíè ïðè
ýòîì ìàêñèìèçèðóþò α p y, ãäå p — öåíà, y —
âûïóñê ôèðìû. Ôèðìà èìååò êâàäðàòè÷íóþ
ôóíêöèþ èçäåðæåê, òàê ÷òî åå ïðèáûëü (âûèã-
ðûø) ðàâíà

 (1 – α) p y – y2.
Ôèðìà ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ïðè îãðàíè÷å-
íèè y # 0. Ðýêåòèðû äåëàþò õîä ïåðâûìè.
Çíàÿ, êàêóþ äîëþ âûðó÷êè îíè õîòÿò îòáè-
ðàòü, ôèðìà âûáèðàåò óðîâåíü âûïóñêà. !!!!

                                          
23 Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü èãðó íåñêîëüêî ïî äðóãîìó: âìåñòî ðýêå-

òèðîâ ðàññìàòðèâàòü ãîñóäàðñòâî, óñòàíàâëèâàþùåå ñòàâêó íàëîãà.
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Íà Ðèñóíêå 10 èçîáðàæåíà ñòðóêòóðà îïèñàííîé èãðû. Ïî-

ñêîëüêó ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ äåéñòâèé èãðîêîâ â ðàññìàòðè-
âàåìîé èãðå íå êîíå÷íû (íàïðèìåð, ó ðýêåòèðîâ — èíòåðâàë [0,
1] ∈  "), òî íà ðèñóíêå îíè èçîáðàæåíû â âèäå ñåêòîðîâ. Ïðè
ýòîì êàæäîé òî÷êè âåðõíåãî ñåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðó
α,  íà÷èíàåòñÿ íåêèé  ñåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðó y. Íà ðè-
ñóíêå ïðåäñòàâëåí ëèøü îäèí èç òàêèõ íèæíèõ ñåêòîðîâ. Ïî-
ñêîëüêó â äàííîé èãðå èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (êîíòèíó-
óì) äåéñòâèé è èñõîäîâ, íà äèàãðàììå óìåñòíî ïðåäñòàâèòü ñïî-
ñîáû âû÷èñëåíèÿ âûèãðûøåé äëÿ âûáðàííûõ äåéñòâèé èãðîêîâ
êàê ôóíêöèè îò äåéñòâèé èãðîêîâ.

Ðýêåòèðû, çíàÿ ôóíêöèþ âûèãðûøà ôèðìû, ìîãóò îïðåäå-
ëèòü, êàê ñêàæåòñÿ íà åå âûïóñêå âûáîð èìè ýêñïðîïðèèðóåìîé
äîëè âûðó÷êè ýòîé ôèðìû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü îáúåì
âûïóñêà, èì íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ôèðìû: ìàêñèìèçèðî-
âàòü ïðèáûëè ïî y ïðè çàäàííîì α. Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà òà-
êîé çàäà÷è èìåþò âèä:

(1 – α) p  – 2y = 0.
Åñëè α < 1, òî y > 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïðèáûëè âîãíóòà, òî

óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ò.å. îïðåäåëÿå-
ìûé íà åãî îñíîâå îáúåì âûïóñêà ôèðìû ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïðè α = 1 ïîëó÷àåì ðåøåíèå y = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðýêåòèðû ìî-
ãóò âûâåñòè óðàâíåíèå îïòèìàëüíîãî âûïóñêà ôèðìû êàê ôóíê-
öèè äîëè α:

 y(α) = 
(1 – α) p

2 .

Çíàÿ ýòó ôóíêöèþ îòêëèêà, ðýêåòèðû ìàêñèìèçèðóþò ñâîþ
öåëåâóþ ôóíêöèþ,24 ò.å. ðåøàþò ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

 α p y(α) → 
 

max
α∈ [0,1]

.

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè y(α),

 
p2

2
 ⋅ (1 – α) α → 

 

max
α∈ [0,1]

.

Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè α = 1/2, òî åñòü ðýêåòèðû áóäóò
îòáèðàòü ó ôèðìû ïîëîâèíó âûðó÷êè. Ïðè ýòîì âûïóñê ôèðìû
ñîñòàâèò p/4. Ãðàôè÷åñêè ïîèñê ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 11.

Ìû ðàññìîòðåëè çäåñü ïðèìåðû èãð, â êîòîðûõ êàæäûé ðàç
ïðè èñïîëüçîâàíèè îáðàòíîé èíäóêöèè îïòèìàëüíûé âûáîð
åäèíñòâåíåí. Åñëè ýòî íå òàê, ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ ðàçâåòâ-
ëÿåòñÿ — ðåøåíèå áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêóþ èìåííî àëüòåð-
íàòèâó èç òåõ, êîòîðûå äàþò èãðîêó îäèíàêîâûé âûèãðûø, âû-
áåðåò ýòîò èãðîê. Íà Ðèñóíêå 12 ïîêàçàíî èñïîëüçîâàíèå îáðàò-
íîé èíäóêöèè â òàêîé èãðå. Â ýòîé èãðå îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ äàåò
äâà ðåøåíèÿ: (L1, R2) è (L2, R1).

Åñëè âûèãðûøè âñåõ èãðîêîâ âî âñåõ êîíå÷íûõ âåðøèíàõ
ðàçëè÷íû, òî íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè îáðàòíîé èí-
äóêöèè íå âîçíèêàåò, ïîýòîìó ðåøåíèå äîëæíî áûòü åäèíñòâåí-
íûì.

                                          
24 Â ìîäåëÿõ íàëîãîîáëîæåíèÿ àíàëîã ôóíêöèè αp y(α) èçâåñòåí êàê

êðèâàÿ Ëàôôåðà.
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Теорема 4.
Â êîíå÷íîé èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé àëãîðèòì
îáðàòíîé èíäóêöèè äàåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
Åñëè, êðîìå òîãî, âûèãðûøè âñåõ èãðîêîâ âî âñåõ êî-
íå÷íûõ âåðøèíàõ ðàçëè÷íû, òî òàêîå ðåøåíèå åäèíñò-
âåííî.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäà÷à îï-
òèìèçàöèè íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ âñåãäà èìååò õî-
òÿ áû îäíî ðåøåíèå; åñëè æå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ, òî ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è åäèíñòâåííî. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç ðåäóöèðîâàííûõ èãð,
ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé èíäóêöèè, áóäåò êîíå÷íîé è ñ
ðàçëè÷íûìè âûèãðûøàìè, åñëè âûèãðûøè áûëè ðàçëè÷íûìè â
èñõîäíîé èãðå.

Ìû ðàññìîòðåëè, êàê íàõîäèòü ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé èãðû
ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé èíäóêöèè.

Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü ê äèíàìè÷åñêîé
èãðå êîíöåïöèþ ðàâíîâåñèÿ Íýøà, òàê æå, êàê ìû ïðèìåíÿëè åå
ê ñòàòè÷åñêèì èãðàì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, ñëåäóåò çàïèñàòü äèíàìè÷åñêóþ
èãðó â íîðìàëüíîé ôîðìå. Êàê ìû ïîìíèì, îïèñàíèå èãðû â
íîðìàëüíîé ôîðìå ñîñòîèò èç çàäàíèÿ (1) ìíîæåñòâà èãðîêîâ, (2)
ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé êàæäîãî èãðîêà è (3) ôóíêöèè âûèãðûøà
êàæäîãî èãðîêà íà ìíîæåñòâå èñõîäîâ.

Ìíîæåñòâî èãðîêîâ, êîíå÷íî, äîëæíî áûòü îäíèì è òåì æå â
íîðìàëüíîé ôîðìå è â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èãðû. Ïðåæäå âñåãî
óòî÷íèì ïîíÿòèå ñòðàòåãèè äëÿ èãð òàêîãî òèïà.

Â èãðå â ðàçâåðíóòîé ôîðìå (÷èñòàÿ) ñòðàòåãèÿ — ýòî ïîëíûé
ïëàí äåéñòâèé èãðîêà: ÷òî îí áóäåò äåëàòü â êàæäîé èç âåðøèí,
â êîòîðîé õîä ïðèíàäëåæèò åìó. Ýòî äîëæåí áûòü äåéñòâèòåëüíî
ïîëíûé ïëàí, òî åñòü â íåì äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî, ÷òî èãðîê
âûáåðåò â ëþáîé ñâîåé âåðøèíå, äàæå åñëè èç êàêèõ-ëèáî ñîîá-
ðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ïðîöåññ èãðû âðÿä ëè ìîæåò ïðèâåñòè â ýòó
âåðøèíó. Òî åñòü ýòî äîëæåí áûòü íàñòîëüêî ïîëíûé ïëàí, ÷òî
äîâåðåííîå ëèöî èãðîêà ìîæåò èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå èíñò-
ðóêöèè, áóäó÷è óâåðåííûì, ÷òî åãî ïîâåäåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ
ïîâåäåíèåì ñàìîãî èãðîêà.

Ïðîöåññ èãðû äëÿ äèíàìè÷åñêîé èãðû â íîðìàëüíîé ôîðìå
ìîæíî óñëîâíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäûé
èãðîê äî íà÷àëà èãðû ñîîáùàåò âûáðàííóþ èì ñòðàòåãèþ îðãàíè-
çàòîðó èãðû. Îðãàíèçàòîð, ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè ñòðàòåãèÿìè,
îñóùåñòâëÿåò çà èãðîêîâ èõ õîäû. Êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õî-
äîâ ïðèâåäåò îðãàíèçàòîðà â êîíå÷íóþ âåðøèíó, îí ðàçäàåò âñåì
èãðîêàì âûèãðûøè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé êîíå÷íîé âåðøèíå.
Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ìû, ïî ñóòè äåëà, èìååì ñòàòè÷åñêóþ
èãðó â êîòîðîé âûèãðûøè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî
òîëüêî ÷òî àëãîðèòìà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì, êàê íà îñíîâå ðàçâåðíóòîé ôîðìû äèíà-
ìè÷åñêîé èãðû ïîëó÷èòü åå íîðìàëüíóþ ôîðìó, íà ïðèìåðå äè-
íàìè÷åñêîãî âàðèàíòà Èãðû 1 «Выбор компьютера» (стр. 6). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî 1-é èãðîê âûáèðàåò ñåáå êîìïüþòåð ïåðâûì. Äåðå-
âî òàêîé èãðû ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñóíêå 13.

Âåðøèíû íà äåðåâå ïðîíóìåðîâàíû äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷å-
íèÿ àëüòåðíàòèâ â ðàçíûõ âåðøèíàõ. Èãðîê 1 èìååò â ýòîé èãðå
äâå ñòðàòåãèè, ñîâïàäàþùèå ñ àëüòåðíàòèâàìè â âåðøèíå %. Èã-
ðîê 2 èìååò 4 ñòðàòåãèè. Êàæäàÿ åãî ñòðàòåãèÿ îïðåäåëÿåò äåéñò-
âèÿ â äâóõ âåðøèíàõ: & è '. Òàêèì îáðàçîì, 2-ãî èãðîê èìååò
ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè: (&IBM, 'IBM), (&IBM, 'Mac), (&Mac,
'IBM), (&Mac, 'Mac). Â Òàáëèöå 12 ïðåäñòàâëåíà òà æå èãðà â
íîðìàëüíîé ôîðìå.
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Ïëàí, ñîîòâåòñòâóþùèé, íàïðèìåð, âòîðîé èç óêàçàííûé
ñòðàòåãèé, âòîðîé èãðîê ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÿ âû-
áåðó IBM, åñëè ïåðâûé èãðîê âûáåðåò IBM è Mac, åñëè ïåðâûé
èãðîê âûáåðåò Mac.

 Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ôîðìà äèíàìè÷åñêîãî âà-
ðèàíòà èãðû áîëåå ñëîæíà, ÷åì íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñòàòè÷åñêîãî
âàðèàíòà èãðû (ñì. Òàáëèöó 1). Â èãðå ñ òðåìÿ òèïàìè êîìïüþ-
òåðîâ ó 2-ãî èãðîêà áûëî áû óæå 9 ñòðàòåãèé. Åùå áîëåå ñëîæíà
íîðìàëüíàÿ ôîðìà äèíàìè÷åñêîé èãðû, â êîòîðîé ó èãðîêîâ —
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé.

Äëÿ íîðìàëüíîé ôîðìû èãðû åñòåñòâåííûì ðåøåíèåì, êàê
ìû óæå âèäåëè, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå Íýøà. Ñðàâíèì ðàâíîâåñèÿ
Íýøà ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé èíäóêöèè. Ïî
âèäèìîìó, ñîäåðæàòåëüíî íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà a < c
è b < c.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåì, ÷òî ïðåäñêàçûâàåò îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïàðàìåòðàõ èãðû ìîæíî ïðåä-
ñêàçàòü, ÷òî 2-é èãðîê â âåðøèíå & âûáåðåò IBM, ïîñêîëüêó c < b
(îí ñîâìåñòèìîñòü öåíèò áîëüøå, ÷åì èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà
ëþáèìîãî òèïà), à â âåðøèíå ' âûáåðåò Ìàêèíòîø, ïîñêîëüêó b
+ c > 0. Â ðåäóöèðîâàííîé èãðå 1-é èãðîê äîëæåí ñäåëàòü âûáîð
ìåæäó âûèãðûøàìè a + c (IBM) è c (Ìàêèíòîø). Îí âûáåðåò IBM.
Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî èãðîêè
âûáåðóò ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè:

 1-é —  %IBM,
 2-é —  (&IBM, 'Mac).
Â Òàáëèöå 12 ïîä÷åðêíóòû îïòèìàëüíûå îòêëèêè èãðîêîâ íà

ñòðàòåãèè, âûáðàííûå ïàðòíåðîì. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé èãðå åñòü 3 ðàâíîâåñèÿ Íýøà. Òîëüêî îäíî èç ýòèõ
ðàâíîâåñèé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì îáðàòíîé èíäóê-
öèåé. Óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé, ò.å. ðåøåíèå, ïî-

ëó÷åííîå ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñè-
åì ïî Íýøó, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 5.
Â èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé (è êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì õîäîâ) ëþáîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì îáðàò-
íîé èíäóêöèåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

Îïèøåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû. Â äîêàçàòåëü-
ñòâå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò:

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé íàáîð ñòðàòåãèé. Åñëè äåëàòü õîäû íà
îñíîâå ýòèõ ñòðàòåãèé, òî êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò îäíà è
òîëüêî îäíà òðàåêòîðèÿ (öåïü õîäîâ), ñîåäèíÿþùàÿ åå ñ îäíîé èç
êîíå÷íûõ âåðøèí. Ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëþáîé âåðøèíå åäèíñò-
âåííûé íàáîð âûèãðûøåé, âçÿâ åãî èç òîé êîíå÷íîé âåðøèíû, â
êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òðàåêòîðèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð ñòðàòåãèé, ïîëó÷åííûé îáðàòíîé
èíäóêöèåé, (s1,

 ..., sm), íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ó íåêîòîðîãî èãðîêà i ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ s(i

 ≠ si, êîòî-
ðàÿ ìîæåò äàòü åìó áîëåå âûñîêèé âûèãðûø ïðè òåõ æå ñòðàòå-
ãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ, s–i. Íàáîðó ñòðàòåãèé (s(i, s–i) ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ èãðû, èäóùàÿ èç íà÷àëü-
íîé âåðøèíû. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ýòó òðàåêòîðèþ, íà÷èíàÿ ñ
êîíå÷íîé âåðøèíû. Â êàêîé-òî èç âåðøèí íà äàííîé òðàåêòîðèè
âûèãðûø i-ãî èãðîêà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòðàòåãèÿì (si, s–i), äîë-
æåí îêàçàòüñÿ íèæå âûèãðûøà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðàòåãèÿì
(s(i

 , s–i). Ýòî íå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ âïåðâûå â âåðøèíå, ãäå õîä ïðè-
íàäëåæèò êàêîìó-ëèáî äðóãîìó èãðîêó, ïîñêîëüêó ñòðàòåãèè îñ-
òàëüíûõ èãðîêîâ íå ìåíÿþòñÿ. Íî åñëè õîä â òàêîé âåðøèíå
ïðèíàäëåæèò i-ìó èãðîêó, òî îí äîëæåí áûë â ýòîé âåðøèíå ñäå-
ëàòü âûáîð ñîîòâåòñòâóþùèé ñòðàòåãèè s(i, à íå âûáîð, ñîîòâåòñò-
âóþùèé ñòðàòåãèè si, ïîñêîëüêó ýòî åìó áîëåå âûãîäíî. Ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò ðàöèîíàëüíîñòè, çàëîæåííîé â àëãîðèòìå îáðàòíîé
èíäóêöèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ëþáîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ìîæíî ïîëó-
÷èòü ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè, ÷òî âèäíî èç ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ïðèìåðà. Âàæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê.

Ðàññìîòðèì,  íàïðèìåð, ðàâíîâåñèå %Mac è (&Mac, 'Mac)
(Ðèñ. 13, ñòð. 26). Ñîäåðæàòåëüíî åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 12121212
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: 2-é èãðîê óãðîæàåò 1-ìó èãðîêó òåì, ÷òî îí
âûáåðåò Ìàêèíòîø â ñëó÷àå, åñëè òîò âûáåðåò IBM; ïîä âëèÿíè-
åì ýòîé óãðîçû 1-é èãðîê âûáèðàåò Ìàêèíòîø. Íî òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ðàöèîíàëüíîñòè, íà êîòîðîå
îïèðàåòñÿ ìåòîä îáðàòíîé èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 2-é
èãðîê îêàæåòñÿ â òî÷êå &, òî ïðåäïî÷òåò âûáðàòü IBM. Ïîñêîëü-
êó 1-é èãðîê çíàåò î òîì, ÷òî âòîðîé èãðîê ðàöèîíàëåí, îí íå
ïîâåðèò ýòîé (ïóñòîé) óãðîçå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé
íàáîð ñòðàòåãèé âðÿä ëè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðåøåíèåì èãðû.
Äðóãîå «äîáàâî÷íîå» ðàâíîâåñèå, %IBM è (&IBM, 'IBM), íå èìååò
ñòîëü æå èíòåðåñíîé èíòåðïðåòàöèè, íî âûçûâàåò àíàëîãè÷íûå
ïîäîçðåíèÿ ïî ïîâîäó ñâîåé îáîñíîâàííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, êî-
òîðûå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè, íå
ñîâìåñòèìû â äàííîì ñëó÷àå ñ ãèïîòåçîé ðàöèîíàëüíîñòè è îêà-
çûâàþòñÿ «ëèøíèìè». Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ýòî òèïè÷íàÿ ñè-
òóàöèÿ â äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ. Êàê åå ìîæíî îáúÿñíèòü? Ñäåëà-
åì ïî ýòîìó ïîâîäó äâà çàìå÷àíèÿ:

( Ïðè ïðåäñòàâëåíèè äèíàìè÷åñêîé èãðû â íîðìàëüíîé
ôîðìå òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ è èí-
ôîðìàöèè, äîñòóïíîé èãðîêàì íà êàæäîì õîäå.25

( Ñàì ñïîñîá çàïèñè äèíàìè÷åñêîé èãðû â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå, êàê îí îïèñàí âûøå, çàêëþ÷àåò â ñåáå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
èãðîêè âûáèðàþò ñâîè ñòðàòåãèè äî íà÷àëà èãðû ðàç è íàâñåãäà
è óæå íå ìåíÿþò èõ â äàëüíåéøåì â õîäå èãðû.

Íàïðàøèâàåòñÿ âûâîä, ÷òî êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â
ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ èãð âîîáùå ãîâîðÿ, íå äàåò óäîâëåòâîðè-
òåëüíîãî ïðîãíîçà èñõîäà èãðû è ïîýòîìó åå òðåáóåòñÿ êàêèì-òî
îáðàçîì óñèëèòü. Óêàæåì ñïîñîá òàêîãî óñèëåíèÿ.26

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåñêîëüêî õîäîâ â èãðå óæå ñäåëàíî.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü èãðû êàê ñàìîñòîÿòåëü-
íóþ èãðó. Âûáðàííûå èãðîêàìè ñòðàòåãèè ïðåäïèñûâàþò, ÷òî â
ýòîé îñòàâøåéñÿ ÷àñòè èãðû èãðîêè áóäóò äåéñòâîâàòü ñòðîãî îï-
ðåäåëåííûì îáðàçîì. Îäíàêî òàêîå ïîâåäåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ

                                          
25 Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, êàê èç íîðìàëüíîé ôîðìû ïîëó÷èòü ðàç-

âåðíóòóþ ôîðìó. Ïðè äâîéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîëó-
÷åííàÿ ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà íå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ðàçâåðíóòîé ôîðìîé.

26 Ïî-àíãëèéñêè ïðîöåññ èçáàâëåíèÿ îò «ëèøíèõ» ðàâíîâåñèé íàçû-
âàþò refinement — óñîâåðøåíñòâîâàíèå, óòî÷íåíèå. Îñîáåííî ìíîãî ñïî-
ñîáîâ óòî÷íåíèÿ ðàâíîâåñèé ïðåäëîæåíî äëÿ äèíàìè÷åñêèõ èãð ñ íåñî-
âåðøåííîé è/èëè íåïîëíîé èíôîðìàöèåé, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü íèæå.

íåâûãîäíî èãðîêàì — îíè ìîãóò ïðåäïî÷åñòü èçìåíèòü ñâîè âû-
áîðû. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåáî-
âàíèå äèíàìè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè:

Равновесные стратегии должны быть такими, чтобы ни у одного из
игроков не было стимула менять их в процессе игры.

×àñòü èãðû, íà÷èíàþùàÿñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå è âêëþ-
÷àþùàÿ â ñåáÿ âñå, ÷òî ñëåäóåò çà ýòîé âåðøèíîé, â òåîðèè èãð
íàçûâàþò ïîäûãðîé.

Îïðåäåëåíèå 10.
Подыгра èãðû G, ãäå G — èãðà ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé

â ðàçâåðíóòîé ôîðìå, — ýòî èãðà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå èñõîä-
íîé èãðû. Íà÷àëüíîé âåðøèíîé ïîäûãðû ñëóæèò ëþáàÿ âåðøèíà
èñõîäíîé èãðû, êðîìå êîíå÷íûõ. Â ïîäûãðó âõîäÿò âñå âåðøè-
íû, ñëåäóþùèå çà åå íà÷àëüíîé âåðøèíîé. Âûèãðûøè â ïîäûãðå
ñîâïàäàþò ñ âûèãðûøàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íûõ âåðøè-
íàõ ïîëíîé èãðû.

Собственная подыгра — ýòî ïîäûãðà, íà÷àëüíàÿ âåðøèíà êî-
òîðîé íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé ïîëíîé èãðû.

Â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå åñòü 3 ïîäûãðû, îäíà èç íèõ — ñàìà
èãðà è äâå ñîáñòâåííûõ ïîäûãðû, íà÷èíàþùèåñÿ â âåðøèíàõ & è
'.

Îñíîâûâàÿñü íà òðåáîâàíèè äèíàìè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè,
ìîæíî ââåñòè êîíöåïöèþ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ óñèëèëà áû êîí-
öåïöèþ Íýøà.

Îïðåäåëåíèå 11.
Совершенным в подыграх равновесием27 íàçûâàåòñÿ íàáîð

ñòðàòåãèé, òàêîé ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà â ïîëíîé
èãðå, à ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ýòîãî íàáîðà ñòðàòåãèé ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîâåñèÿìè ïî Íýøó âî âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäûãðàõ ýòîé èãðû.

                                          
27 Íåìåöêèé ýêîíîìèñò Ðåéíãàðä Çåëüòåí ïðåäëîæèë êîíöåïöèþ ñî-

âåðøåííîãî â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿ â ñòàòüå, ïîñâÿùåííîé ìîäåëÿì îëè-
ãîïîëèé (R. Selten (1965), "Spieltheoretische Behandlung eines Oligopol-
modells mit Nachfrageträgheit," Zeitschrift für die gesamte Staatswissen-
schaft, 121,  301-24, 667-89).
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Ïðèëîæèì äàííîå îïðåäåëåíèå ê äèíàìè÷åñêîé èãðå «Âûáîð

êîìïüþòåðà» (Ðèñ. 26, стр. 26). Ïðåäñòàâèì ïîäûãðó, íà÷èíàþ-
ùóþñÿ â âåðøèíå & â íîðìàëüíîé ôîðìå. Èãðîê 1 íå îñóùåñòâ-
ëÿåò â ýòîé ïîäûãðå âûáîðà. Èãðîê 2 èìååò äâå ñòðàòåãèè: &IBM
è &Mac. Ìàòðèöà èãðû ïðåäñòàâëåíà â Òàáëèöå 13.

Â äàííîé èãðå åñòü åäèíñò-
âåííîå ðàâíîâåñèå Íýøà. Â íåì
2-é èãðîê âûáèðàåò IBM. Òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðàâíîâåñèå Íý-
øà â èñõîäíîé èãðå áûëî ñî-
âåðøåííûì, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
îíî ïðåäïèñûâàëî â âåðøèíå &
âûáîð IBM. Íàáîð ñòðàòåãèé %Mac è (&Mac, 'Mac) íå óäîâëå-
òâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ, ïîýòîìó îí íå ìîæåò áûòü ñîâåðøåí-
íûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì.

Âî âòîðîé ñîáñòâåííîé ïîäûãðå, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â âåð-
øèíå ', â ðàâíîâåñèè Íýøà 2-é èãðîê âûáèðàåò Ìàêèíòîø. Ïî-
ýòîìó íàáîð ñòðàòåãèé %IBM è (&IBM, 'IBM) íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-
øåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàáîð %IBM è (&IBM, 'Mac) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîâåñèåì ïî Íýøó â ïîëíîé èãðå è ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñèÿì ïî
Íýøó â êàæäîé èç ñîáñòâåííûõ ïîäûãð. Ïîýòîìó äàííûé íàáîð
ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì. Âè-
äèì, ÷òî îí ñîâïàë ñ òåì ðåøåíèåì, êîòîðîå ìû ðàíüøå ïîëó÷è-
ëè, ïðèìåíèâ îáðàòíóþ èíäóêöèþ. Ýòî ñîâïàäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 6.
Â èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé è êîíå÷íûì ÷èñëîì
õîäîâ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ îáðàòíîé èí-
äóêöèåé, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîâåðøåííûõ â ïîäû-
ãðàõ ðàâíîâåñèé.

Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäûäóùåé òåîðåìû (Òåîðåìû 5), ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü, ÷òî ðå-
øåíèå, ïîëó÷åííîå îáðàòíîé èíäóêöèåé, ñîñòàâëÿåò ðàâíîâåñèå
Íýøà â êàæäîé ïîäûãðå, òî åñòü îíî ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì â
ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì.

Äîêàæåì, îáðàòíîå: ëþáîå ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâå-
ñèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îáðàòíîé èíäóêöèåé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìàòðèâàÿ èãðó, íà÷èíàÿ ñ êîíå÷íûõ âåðøèí,

ìû â òàêîì ñëó÷àå íàéäåì íåêîòîðóþ âåðøèíó, â êîòîðîé âïåð-
âûå âûáîð îäíîãî èç èãðîêîâ íå ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó îáðàò-
íîé èíäóêöèè. Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî âûáîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè ýòîãî èãðîêà, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Çíà÷èò, çàìåíèâ åãî íà âûáîð, ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòíîé èí-
äóêöèè, ýòîò èãðîê ìîã áû ïîëó÷èòü â äàííîé ïîäûãðå áîëåå âû-
ñîêèé âûèãðûø. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè áû ñäåëàííîå ïðåäïî-
ëîæåíèå áûëî âåðíûì, òî ó èãðîêà íàøëàñü áû â äàííîé ïîäûãðå
àëüòåðíàòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò åìó áîëåå âûñî-
êèé âûèãðûø ïðè íåèçìåííûõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì îòêëèêîì èãðîêà.

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû ìîæåò áûòü î÷åíü ãðîìîçäêîé. Èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðèâåäåííîé òîëüêî ÷òî òåîðåìû ïîçâîëÿåò ñèëüíî
óïðîñòèòü ïîèñê ñîâåðøåííûõ â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèé, ïîñêîëüêó
íå òðåáóåòñÿ çàïèñûâàòü èãðû â íîðìàëüíîé ôîðìå è íàõîäèòü â
íèõ ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

Íàïðèìåð â èãðå «Рэкет», рассмотренной выше, стратегия фирмы
должна указывать, как именно фирма будет реагировать на каждый из воз-
можных уровней α, т.е. функцию y(α). Ïîýòîìó ïðîöåññ ïîèñêà ðàâ-
íîâåñèÿ ïî Íýøó ïî ñóùåñòâó âêëþ÷àåò ìàêñèìèçàöèþ â ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçîâàíèå îáðàòíîé èíäóêöèè
ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ýòó çàäà÷ó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå èãðû ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî
ñëîæíûìè, è, äàæå ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ èíäóêöèþ, ðàâíîâåñèå â
íèõ íàéòè ñëîæíî. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èãðà â
øàõìàòû. Ïîñêîëüêó ýòî êîíå÷íàÿ èãðà ñ ñîâåðøåííîé èíôîð-
ìàöèåé, òî â íåé äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïî êðàé íåé ìåðå îäíî
ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå îáðàòíîé èíäóêöèåé, è, ñîîòâåòñòâåííî,
ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå. Òîò ôàêò, ÷òî â øàõìàòàõ
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, èçâåñòåí óæå äàâíî, îäíàêî íàéòè òàêîå
ðåøåíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì äàæå
ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðà. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè èãðîêè îáëàäàþò
îãðàíè÷åííûìè ñïîñîáíîñòÿìè, òî ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâ-
íîâåñèå ìîæåò áûòü íå î÷åíü ðåàëèñòè÷íûì ïðåäñêàçàíèåì ðå-
çóëüòàòà èãðû.

Â ñî÷åòàíèè ñ Òåîðåìîé 4 Òåîðåìû 5 è 6 ãàðàíòèðóþò ñóùå-
ñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿ â êîíå÷íûõ èã-
ðàõ ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Åñëè âûèãðûøè ðàçëè÷íû, òî
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èìååò ìåñòî è åäèíñòâåííîñòü ñîâåðøåííîãî â ïîäûãðàõ ðàâíîâå-
ñèÿ.

ÇÀÄÀ×È

Â ñëåäóþùèõ èãðàõ íàéäèòå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ
èíäóêöèþ.

1. Äâà øêîëüíèêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé èç
êó÷êè, ñîñòîÿùåé èç 6 êàìíåé, áåðåò ïî î÷åðåäè îäèí èëè äâà
êàìíÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî âçÿë ïîñëåäíèé êàìåíü.

2. Ìóæ è æåíà âûáèðàþò, ïðîâåñòè âå÷åð äîìà èëè ó äðóçåé,
ïðè÷åì äðóçüÿ ó íèõ ðàçíûå. Âûèãðûøè çàäàíû ñëåäóþùåé ìàò-
ðèöåé (Òàáëèöà 14), ãäå a, b, c, d > 0 — ïàðàìåòðû. Æåíà äåëàåò
ñâîé âûáîð ïåðâîé. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ñóïðóãè
ïðîâåäóò âå÷åð äîìà âìåñòå?

3. Áàðèí âûáèðàåò, êàêóþ äîëþ τ ñòîèìîñòè y óðîæàÿ çàáè-
ðàòü ó êðåñòüÿíèíà â âèäå èçäîëüùèíû. Îí ïðè ýòîì ìàêñèìèçè-
ðóåò ôóíêöèþ âèäà

τy – τ2,
òî åñòü æåëàåò ïîáîëüøå ïîëó÷èòü, íî íå æåëàåò ïðîñëûòü æàä-
íûì, ÷òî âîçìîæíî ïðè ñëèøêîì áîëüøîì τ (τ∈ [0,1]). Êðåñòüÿíèí
èìååò öåëåâóþ ôóíêöèþ (1 – τ) y – y2, òî åñòü ìàêñèìèçèðóåò ïðè-
áûëü ïî y (y # 0) ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè çàòðàò.

4. Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî â èãðàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â çàäà÷å 10
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà (ñòð. 20) èãðîê, âûáèðàþùèé àáñöèññó,
õîäèò ïåðâûì.

5. «Òðóäîâîå ñîãëàøåíèå» (Â. Ëåîíòüåâ)
Ïðîôñîþç çàêëþ÷àåò ñ ôèðìîé êîíòðàêò íà íåñêîëüêî ëåò, â

êîòîðîì îãîâàðèâàåòñÿ óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû (w # 0). Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîôñîþç äîñòàòî÷íî ìîùíûé, ÷òîáû íàâÿçàòü
ôèðìå ëþáîé óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû.

Ôèðìà â òå÷åíèè ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà íå ìîæåò èçìå-
íèòü óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû, íî ìîæåò âûáèðàòü êîëè÷åñòâî
íàíèìàåìûõ ðàáîòíèêîâ (l # 0, â òûñ. ÷åë.). Ïðîôñîþç ìàêñèìè-
çèðóåò ñëåäóþùóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ:

 u(w,l) = wl – 2l2,
ãäå 2l2 — èçäåðæêè ðàáîòû äëÿ ÷ëåíîâ ïðîôñîþçà.

Ôèðìà ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ïðèáûëü:
          π(w,l) = 2 l – wl.

6. «Ñïðàâåäëèâûé äåëåæ ïèðîãà»
Â èãðå ó÷àñòâóþò n èãðîêîâ. Íóæíî ðàçäåëèòü ïèðîã ìåæäó

èãðîêàìè, òî åñòü âûáðàòü âåêòîð (α1, ..., αn), ãäå αi
 # 0, $n 

i=1αi = 1.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà äåëåæà. Èãðîê ñ íîìå-

ðîì 1 ðåæåò ïèðîã. Îñòàëüíûå èãðîêè ïî ïîðÿäêó íîìåðîâ áåðóò
ëþáîé èç êóñêîâ ïî âûáîðó. Ïîñëåäíèé êóñîê äîñòàåòñÿ 1-ìó èã-
ðîêó.

(1) Íàðèñóéòå äåðåâî èãðû ïðè n = 3. Îïèøèòå ìíîæåñòâî
ñòðàòåãèé êàæäîãî èç èãðîêîâ.

(2) Íàéäèòå ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå. Äîêàæèòå,
÷òî ñïðàâåäëèâûé äåëåæ αi = 1/n áóäåò åäèíñòâåííûì ðàâíîâåñè-
åì.

7. Äîïîëíèòå äåðåâî,
èçîáðàæåííîå íà Ðèñ. 14
âûèãðûøàìè èãðîêîâ, èñ-
ïîëüçóÿ íîìåðà áóêâ ñâîåãî
èìåíè è ôàìèëèè (ñì. çàäà-
÷ó 16 íà ñòð. 21). Íàéäèòå
âñå ñîâåðøåííûå â ïîäûãðàõ
ðàâíîâåñèÿ â ïîëó÷èâøåéñÿ
èãðå .

8. Ðàññìîòðèòå äèíàìè-
÷åñêóþ èãðó, ñêîíñòðóèðîâàííóþ íà îñíîâå ñòàòè÷åñêîé àíòàãî-
íèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö (ñì. îïðåäåëåíèå â Çàäà÷å 20 ïðåäû-
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äóùåãî ïàðàãðàôà, ñòð. 22), òàê ÷òî èãðîêè äåëàþò õîäû ïî î÷å-
ðåäè (íàïðèìåð, ñíà÷àëà ïåðâûé, ïîòîì âòîðîé), è òîò, êòî õîäèò
âòîðûì, çíàåò, êàêîå ðåøåíèå ïðèíÿë òîò, êòî õîäèò ïåðâûì.
Ïóñòü (x

*
1, x

*
2) — ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïåðâîãî èã-

ðîêà, u1(x1, x2). Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð ñòðàòåãèé  (x
*
1, x

*
2) ÿâëÿåòñÿ

ñîâåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì â ýòîé èãðå âíå çàâèñèìî-
ñòè îò ïîðÿäêà õîäîâ.

9. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íà îñíîâå ñòàòè÷åñêîé
àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö ñòðîèòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ èãðà.
Äîêàæèòå, ÷òî äåëàòü õîä âòîðûì â îáùåì ñëó÷àå (ïðè îòñóòñò-
âèè ñåäëîâîé òî÷êè) áîëåå âûãîäíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîâåðøåííûå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò.

3. Динамические игры с
несовершенной информацией

Îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èãð —
êàæäûé èãðîê, ïåðåä òåì, êàê ñäåëàòü õîä, ïîëíîñòüþ çíàåò ïðå-
äûñòîðèþ èãðû —  âûáîðû, ñäåëàííûå ðàíåå èì è äðóãèìè èãðî-
êàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè èãðîê çíàåò, â êàêîé âåðøèíå äåðåâà îí
îêàçàëñÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êëàññ èãð, íàçûâàåìûõ
играми с несовершенной информацией,28 â êîòîðûõ èãðîêè ìîãóò
íå çíàòü ïîëíîñòüþ ïðåäûñòîðèþ èãðû. Ò.å., îñóùåñòâëÿÿ î÷å-
ðåäíîé õîä, îíè çíàþò, ÷òî íàõîäÿòñÿ â îäíîé èç âåðøèí íåêî-
òîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ âåðøèí äåðåâà èãðû (òàê
íàçûâàåìîãî информационного множества).

Ïðèìåðîì èãðû ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñëóæèò ëþ-
áàÿ ñòàòè÷åñêàÿ èãðà. Åå ìîæíî èñêóññòâåííî «äèíàìèçèðîâàòü»,
çàäàâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîðÿäîê õîäîâ è îïðåäåëèâ ïîäõî-
äÿùèì îáðàçîì èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà, êàê ýòî ñäåëàíî
íèæå äëÿ Èãðû 1 (ñòð. 6) «Âûáîð êîìïüþòåðà» (ñì. Ðèñ. 15).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé èãðîê õîäèò ïåðâûì, âòîðîé —
âòîðûì. Åñòü äâå âåðøèíû, â êîòîðûõ õîä ïðèíàäëåæèò 2-ìó
èãðîêó, îäíàêî ñàì îí íå ìîæåò ðàçëè÷èòü, âûáèðàÿ ñâîè äåéñò-

                                          
28 Ìû èñïîëüçóåì êàëüêó ñ àíãëèéñêîãî òåðìèíà games of imperfect

information. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí «èãðû
ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé», íî åãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ èãð, êîòîðûå ïî-àíãëèéñêè íàçûâàþòñÿ games of incomplete
information.

âèÿ, â êàêîé âåðøèíå îí íàõîäèòñÿ; äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè äâå
âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå èíôîðìàöèîííîì ìíîæå-

ñòâå.
Êàê âèäèì, ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà èãð ñ íåñîâåðøåííîé èíôîð-

ìàöèåé íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíà, ÷åì ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà èãð ñ
ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Äîïîëíèòåëüíî ê òåì ñîñòàâëÿþùèì,
êîòîðûå áûëè óêàçàíû â ïðåæíåì îïðåäåëåíèè, òðåáóåòñÿ òàêæå
ïåðå÷èñëèòü èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå çàäàþò ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí (êðîìå êîíå÷íûõ). Èíôîðìàöèîííûå
ìíîæåñòâà äîëæíû áûòü çàäàíû òàê, ÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà,
êðîìå êîíå÷íûõ, ïðèíàäëåæàëà îäíîìó è òîëüêî îäíîìó èç íèõ.
Êðîìå òîãî, ïî ñìûñëó îïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñò-
âà, âî âñåõ åãî âåðøèíàõ õîä äîëæåí ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è
òîìó æå èãðîêó.

Äîïîëíèòåëüíî ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâî âîç-
ìîæíûõ äåéñòâèé âî âñåõ âåðøèíàõ îäíîãî è òîãî æå èíôîðìà-
öèîííîãî ìíîæåñòâà áûëè îäèíàêîâûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
èãðîê ìîã áû ïî òîìó, êàêèå àëüòåðíàòèâû åìó äîñòóïíû, îïðå-
äåëèòü, â êàêîé èìåííî âåðøèíå îí íàõîäèòñÿ. Äåðåâî èãðû,
ïðåäñòàâëåííîå íà Ðèñ. 15 óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ — è
â âåðøèíå &, è â âåðøèíå ' 2-é èãðîê âûáèðàåò ìåæäó IBM è
Mac.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ìû ìîæåì
äàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå èãð ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé: â
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èãðàõ ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé â êàæäîì èíôîðìàöèîííîì
ìíîæåñòâå íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà.29

Â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè èãð ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò òàê
íàçûâàåìûå игры с идеальной памя-
тью, òî åñòü òàêèå èãðû, â êîòîðûõ
èãðîêè íå çàáûâàþò òó èíôîðìàöèþ,
êîòîðîé îíè îáëàäàëè íà ïðåäûäóùèõ
õîäàõ. Ìû íå áóäåì äàâàòü ôîðìàëü-
íîãî îïðåäåëåíèÿ òàêèõ èãð. Ïðèâå-
äåì òîëüêî ïðèìåðû èãð, â êîòîðûõ
ïðåäïîëîæåíèå îá èäåàëüíîé ïàìÿòè
íå âûïîëíÿåòñÿ (ñì. Ðèñ. 16).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé èãðû — ïðåäñòàâëåíèå â íîðìàëüíîé è
ðàçâåðíóòîé ôîðìå. Âûøå ìû ïîêàçàëè, êàê äèíàìè÷åñêóþ èãðó
ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ïðåäñòàâèòü â íîðìàëüíîé ôîðìå, à
ñòàòè÷åñêóþ èãðó — â ðàçâåðíóòîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ëþ-
áóþ äèíàìè÷åñêóþ èãðó ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â íîðìàëüíîé ôîðìå, à çàòåì, — íà îñíîâå ýòîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû — ïîñòðîèòü ðàçâåðíóòóþ ôîðìó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé èãðû. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî ïîñòðîåíèÿ.

Åñëè ìû ïðåäñòàâèì èãðó íà Ðèñ. 17 â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî
ïîëó÷èì Òàáëèöó 15 (äëÿ óïðîùåíèÿ âûèãðûøè íå óêàçàíû).

                                          
29 Ýòî îïðåäåëåíèå, ïî-âèäèìîìó, íå ãîäèòñÿ â êîíòåêñòå èãð ñ íåïîë-

íîé èíôîðìàöèåé (íî ýòî çàâèñèò îò ñïîñîáà èíòåðïðåòàöèè).

Ýòîé íîðìàëüíîé ôîðìå
ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî èãðû,
ïðåäñòàâëåííîå íà Ðèñ. 18.
Êàê âèäèì, ïðè òàêîì «äâîé-
íîì ïåðåâîäå» ÷àñòè÷íî ïîòå-
ðÿíà èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå
èãðû è ìû ïîëó÷èëè äðóãóþ
èãðó â ðàçâåðíóòîé ôîðìå.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî
ðàçíûì èãðàì ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îäíà è òà æå íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû íå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì
ñëó÷àå àäåêâàòíîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ èãð. Ñ ïîìîùüþ
íåå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êîððåêòíî òîëüêî ñòàòè÷åñêèå èãðû. Åñ-
ëè îïåðàöèþ «äâîéíîãî ïåðåâîäà» èç
ðàçâåðíóòîé ôîðìû â íîðìàëüíóþ è
îáðàòíî îñóùåñòâèòü ñî ñòàòè÷åñêîé
èãðîé, ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 15, òî
äåðåâî èãðû íå ïîìåíÿåòñÿ (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âûáîðà ïîðÿäêà õîäîâ, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå íåñóùåñòâåííî).

Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëüíîé ôîðìû
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ èãð
âïîëíå äîïóñòèìî è äàæå ïðåäïî÷òè-
òåëüíî, òàê êàê îíà áîëåå êîìïàêòíà.

Óòî÷íèì ïîíÿòèå ñòðàòåãèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
èãð.

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà â èãðàõ ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé
äîëæíà, óêàçûâàòü, êàêèå ýòîò èãðîê âûáåðåò äåéñòâèÿ, åñëè
îêàæåòñÿ â äàííîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå. Ïîñêîëüêó â
èãðàõ ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé â êàæäîì èç èíôîðìàöèîí-
íûõ ìíîæåñòâ íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà, òî òàêàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèè ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûì
ðàíåå îïðåäåëåíèåì. Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì ñòðàòåãèè, ìû  ìîæåì
ðàñïðîñòðàíèòü êîíöåïöèþ ðàâíîâåñèÿ Íýøà íà äèíàìè÷åñêèå
èãðû ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Îïðåäåëåíèå íè÷åì íå áó-
äåò îòëè÷àòüñÿ îò ðàíåå äàííîãî.

Îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííîãî â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿ â èãðàõ ñ
íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñîâïàäàåò ñ äàííûì âûøå îïðåäå-
ëåíèåì äëÿ èãð ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Îäíàêî, â èãðàõ ñ
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íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñëåäóåò äàòü íåñêîëüêî äðóãîå îï-
ðåäåëåíèå ïîäûãðû. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîäûãðà ìîæåò
íà÷èíàòüñÿ íå èç ëþáîé âåðøèíû. Ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
åñëè íåêîòîðàÿ âåðøèíà ñîäåðæàëàñü â ïîäûãðå, òî â ýòîé æå
ïîäûãðå ñîäåðæàëîñü è âñå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå äàííóþ âåðøèíó. Íàïðèìåð â èãðå, äåðåâî êîòîðîé ïîêà-
çàíî íà Ðèñ. 19, â âåðøèíû &, ' è ) íå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè
âåðøèíàìè ïîäûãð. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé èãðå íåò ñîáñòâåííûõ
ïîäûãð.

Çàìåòèì, ÷òî íå ê ëþáîé èãðå ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé
ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì îáðàòíîé èíäóêöèè. Èãðà íà Ðèñ. 19
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàê ðàç òàêóþ èãðó, â êîòîðîé íåâîçìîæíî
íàéòè ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé èíäóêöèè. Èãðîê 3 â ýòîé
èãðå íå çíàåò, â êàêîé èìåííî èç äâóõ âåðøèí èíôîðìàöèîííîãî
ìíîæåñòâà îí íàõîäèòñÿ, ïîýòîìó îí íå ìîæåò áåç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé âûáðàòü ìåæäó äâóìÿ èìåþùè-
ìèñÿ àëüòåðíàòèâàìè. Ìû ðàññìîòðèì êîíöåïöèþ ðåøåíèÿ ïî-
äîáíûõ èãð ïîçæå, â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì ñîâåðøåííîìó
áàéåñîâñêîìó ðàâíîâåñèþ.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ëèøü êëàññ èãð, äëÿ àíàëèçà êîòîðûõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü (ïðè åñòåñòâåííîé åãî ìîäèôèêàöèè) àëãî-
ðèòì îáðàòíîé èíäóêöèè. Ýòè èãðû ìîæíî íàçâàòü играми с поч-
ти совершенной информацией. Äðóãîå íàçâàíèå — ìíîãîýòàïíûå
èãðû ñ íàáëþäàåìûìè äåéñòâèÿìè. Òàêèå èãðû ìîæíî ðàçáèòü
íà íåñêîëüêî ýòàïîâ:  t = 1, ..., T, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îäíó èëè íåñêîëüêî ñòàòè÷åñêèõ èãð. Â ðàìêàõ t-ãî ýòà-
ïà èãðîêè îäíîâðåìåííî âûáèðàþò äåéñòâèÿ, ïðè÷åì êàæäûé
èãðîê çíàåò âñþ ïðåäûñòîðèþ, ò.å. êàêèå äåéñòâèÿ âûáðàëè äðó-
ãèå èãðîêè íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ (1, ..., t – 1); áîëåå òîãî, ïðåäûñ-
òîðèÿ èãðû ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíîé. Ïðèìåð òàêîé èãðû — ïî-

âòîðÿþùàÿñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ñòàòè÷åñêàÿ èãðà. Çàìåòèì, ÷òî
ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé íåêîòîðûõ èãðîêîâ â ýòèõ ñòàòè÷åñêèõ èã-
ðàõ ìîãóò áûòü ïóñòûìè (êàê, íàïðèìåð, íà ïåðâîì ýòàïå èãðû,
ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 21).

Ñíà÷àëà ïðè èñïîëüçîâàíèè îáðàòíîé èíäóêöèè ïîñëåäíåì,
T-ì, ýòàïå íàõîäÿòñÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó âñåõ èãð ýòîãî ýòàïà.
Çàòåì, êàæäàÿ èõ ýòèõ èãð çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé âåðøèíîé. Åé
ñîïîñòàâëÿþòñÿ âûèãðûøè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîâåñèþ ïî Íý-
øó (îäíîìó èç ðàâíîâåñèé, åñëè èõ íåñêîëüêî). Òåì ñàìûì ìû
ïîëó÷àåì èãðó ñ T–1 ýòàïîì, è ò.ä.

Èãðû ñ ïî÷òè ïîëíîé èíôîðìàöèåé óäîáíû äëÿ àíàëèçà, ïî-
ñêîëüêó  êàæäàÿ ñòàòè÷åñêàÿ èãðà (ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòàïà) íà-
÷èíàåò îäíó èç ïîäûãð. Ýòàïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíî, à ýòî ôàêòè÷åñêè è îçíà÷àåò, ÷òî â íèõ íå âîçíèêàåò
òðóäíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîé èíäóêöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èãðû ñ ïî÷òè ïîëíîé èíôîðìàöèåé è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ îáðàòíîé èíäóêöèè äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â òàêèõ
èãðàõ.

Игра 9. «Íàáåãè íà áàí-
êè»

Äâà èíâåñòîðà âëîæèëè
â áàíê îäèíàêîâûå äåíåæ-
íûå ñóììû (íàïðèìåð, ïî 2
ðóáëÿ). Áàíê îáåùàåò èì
âåðíóòü ÷åðåç 3 ìåñÿöà ïî 3
ðóáëÿ. Îíè ìîãóò âçÿòü
äåíüãè èç áàíêà ÷åðåç 1, 2
èëè 3 ìåñÿöà, îäíàêî áàíê
ñìîæåò âåðíóòü òîëüêî ïî-
ëîâèíó îáùåé ñóììû ñäå-
ëàííûõ èíâåñòèöèé, åñëè
âêëàä÷èêè ïîòðåáóþò äåíü-
ãè ðàíüøå ñðîêà (÷åðåç 1
èëè 2 ìåñÿöà). Ïðè ýòîì
åñëè îáà ïîòðåáóþò äåíüãè,
òî ïîëó÷àò ïî 1 ðóáëþ, à
åñëè äåíüãè ïîòðåáóåò òîëüêî îäèí, òî îí ïîëó÷èò 2 ðóáëÿ, à
äðóãîé âêëàä÷èê íå ñìîæåò ïîëó÷èòü íè÷åãî. !!!!
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Äåðåâî èãðû ïîêàçàíî íà

Ðèñ. 20. R îáîçíà÷àåò «çàáðàòü
äåíüãè», L — «íå çàáèðàòü».
Èãðà ïðîèñõîäèò â 2 ýòàïà, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ âêëàä÷èêè
îäíîâðåìåííî ðåøàþò, çàáè-
ðàòü ëè äåíüãè. Ïåðâûé ýòàï
ïðîèñõîäèò ïî ïðîøåñòâèè 1
ìåñÿöà ïîñëå âëîæåíèÿ äåíåã,
âòîðîé — ïî ïðîøåñòâèè 2
ìåñÿöåâ.

Â Òàáëèöå 16 èçîáðà-
æåíà ñòàòè÷åñêàÿ èãðà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ âòîðîìó
ýòàïó. Â èãðå èìååòñÿ äâà
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Ïðè-
ìåíÿÿ îáðàòíóþ èíäóêöèþ,
ìû èñïîëüçóåì âûèãðûøè,
ñîîòâåòñòâóþùèå  ýòèì
ðàâíîâåñèÿì, ÷òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñòàòè÷åñêóþ
èãðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïåðâîìó ýòàïó.

Ïîëó÷àþùàÿñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ïðåäñòàâëåíà â Òàáëèöå
17. Â íåé âûèãðûøè âòîðîãî ýòàïà îáîçíà÷åíû ÷åðåç v1 è v2 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé Íýøà â ðåäóöèðîâàííîé èãðå ïåðâîãî
ýòàïà çàâèñèò îò òîãî, êàêîå èç äâóõ ðàâíîâåñèé ìîæåò ðåàëèçî-
âàòüñÿ íà âòîðîì ýòàïå. Åñëè èãðîêè ñ÷èòàþò, ÷òî íà âòîðîì ýòà-
ïå îíè îáà çàáåðóò äåíüãè, òî èì âûãîäíåå çàáðàòü äåíüãè íà ïåð-
âîì ýòàïå, ïîñêîëüêó  v1, v2 = 1 < 2. Åñëè æå èãðîêè ñ÷èòàþò, ÷òî
íà âòîðîì ýòàïå îíè îáà îñòàâÿò äåíüãè â áàíêå, òî íà ïåðâîì
ýòàïå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ îäíî èç äâóõ ðàâíîâåñèé Íýøà, ïî-
ñêîëüêó  v1,

 v2 = 3 > 2: ëèáî îáà èãðîêà çàáèðàþò äåíüãè, ëèáî îáà
îñòàâëÿþò. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ äàåò òðè ðåøå-
íèÿ. Â äâóõ èç ýòèõ ðåøåíèé ïðîèñõîäèò «íàáåã íà áàíê» íà ïåð-
âîì è âòîðîì ýòàïå ñîîòâåòñòâåííî. Òðåòüå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ, êîãäà îáà âêëàä÷èêà äîæèäàþòñÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî âûèãðûøà (3, 3).

Èñïîëüçîâàíèå îáðàòíîé èíäóêöèè â èãðàõ ñ ïî÷òè ñîâåð-
øåííîé èíôîðìàöèåé ìîæíî äîïîëíèòåëüíî îáîñíîâàòü òåì, ÷òî
äëÿ íèõ âûïîëíåí âàðèàíò Òåîðåìû 6.

Теорема 6′′′′.
Â èãðå ñ ïî÷òè ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé (è êîíå÷íûì
÷èñëîì õîäîâ) ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ îáðàò-
íîé èíäóêöèåé, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîâåðøåííûõ â
ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèé.

Â îòëè÷èå îò èãð ñ ñîâåðøåííîé
èíôîðìàöèåé, â èãðàõ ñ ïî÷òè ñîâåð-
øåííîé èíôîðìàöèåé ðåøåíèÿ â ÷èñ-
òûõ ñòðàòåãèÿõ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü
(êàê, íàïðèìåð â èãðå íà Ðèñ. 21).
Âûõîä èç ïîëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ââåñòè â ïîâåäåíèå èãðîêîâ
ýëåìåíò ðàíäîìèçàöèè, ïî àíàëîãèè ñî
ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè, êîòîðûå
ìû ðàññìîòðåëè â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèõ
èãð.

Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ïðÿìî ïåðåíå-
ñòè ïîíÿòèå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè íà
äèíàìè÷åñêèå èãðû, âîñïîëüçîâàâøèñü
ïðåäñòàâëåíèåì ýòèõ èãð â íîðìàëüíîé
ôîðìå. Ñîãëàñíî òàêîé èíòåðïðåòàöèè, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
èãðîêà — ýòî âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè èãðîê âûáèðàåò ñâîè ÷èñ-
òûå ñòðàòåãèè. Â ýòîì ñëó÷àå èãðîêè ðàíäîìèçèðóþò ñòðàòåãèè.
Îäíàêî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé êàæåòñÿ äðóãàÿ êîíöåïöèÿ: èã-
ðîêè ðàíäîìèçèðóþò äåéñòâèÿ. Ýòà êîíöåïöèÿ ëó÷øå ñîîòâåòñò-
âóåò èäåîëîãèè äèíàìè÷åñêèõ èãð.

Ñòðàòåãèþ ñ ðàíäîìèçàöèåé äåéñòâèé ïðèíÿòî íàçûâàòü по-
веденческой стратегией. Ïîâåäåí÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ äîëæíà óêàçû-
âàòü äëÿ êàæäîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîì õîä
ïðèíàäëåæèò èãðîêó, íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà
ìíîæåñòâå äåéñòâèé, èç êîòîðûõ îí âûáèðàåò â äàííîì èíôîð-
ìàöèîííîì ìíîæåñòâå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ðàçíûõ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâàõ ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Êóíó, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â èãðàõ ñ èäåàëüíîé ïàìÿòüþ èñïîëüçîâàíèå ïîâåäåí-

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 16161616. Èãðà «Íàáåãè. Èãðà «Íàáåãè. Èãðà «Íàáåãè. Èãðà «Íàáåãè
íà áàíêè» íà âòîðîìíà áàíêè» íà âòîðîìíà áàíêè» íà âòîðîìíà áàíêè» íà âòîðîì
ýòàïåýòàïåýòàïåýòàïå

Игрок 2
L4 R4

 3 2
L3  3 0

0  1 Игрок 1
R3 2  1 

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 17171717. Ðåäóöèðîâàííàÿ. Ðåäóöèðîâàííàÿ. Ðåäóöèðîâàííàÿ. Ðåäóöèðîâàííàÿ
èãðà «Íàáåãè íà áàíêè» íàèãðà «Íàáåãè íà áàíêè» íàèãðà «Íàáåãè íà áàíêè» íàèãðà «Íàáåãè íà áàíêè» íà
ïåðâîì ýòàïåïåðâîì ýòàïåïåðâîì ýòàïåïåðâîì ýòàïå

Игрок 2
L2 R2

 v2 2
L1  v1 0

0  1 Игрок 1
R1 2  1 

1-й

1-й

2-й






 –1 

 –1 







 1 

 0 





 0 

 1 





 0 

 1 





 1 

 0 

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 21212121. Èãðà, â. Èãðà, â. Èãðà, â. Èãðà, â
êîòîðîé íåòêîòîðîé íåòêîòîðîé íåòêîòîðîé íåò
ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõñòðàòåãèÿõñòðàòåãèÿõñòðàòåãèÿõ



35
÷åñêèõ ñòðàòåãèé ýêâèâàëåíòíî èñïîëüçîâàíèþ ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèé (ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé). Ìû ïîíèìàåì
ïîä ýêâèâàëåíòíîñòüþ äâóõ íàáîðîâ ñòðàòåãèé òî, ÷òî îíè ïîðî-
æäàþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå
êîíå÷íûõ âåðøèí (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà ìíîæåñòâå âñåõ òðà-
åêòîðèé èãðû, íà÷èíàþùèõñÿ â íà÷àëüíîé âåðøèíå). Íåñëîæíî
ïîíÿòü, ÷òî êàæäûé íàáîð ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé îäíîçíà÷íî ïî-
ðîæäàåò íàáîð ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé, ïðè ýòîì îáà îíè ïîðî-
æäàþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ âåð-
øèí. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáî-
ðà ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèé, êîòîðûé åãî ïîðîæäàåò. Â äàëüíåéøåì ìû
âåçäå áóäåì ãîâîðèòü î ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, èìåÿ â âèäó ïî-
âåäåí÷åñêèå ñòðàòåãèè.

Àëãîðèòì îáðàòíîé èíäóêöèè ìîæíî åñòåñòâåííûõ îáðàçîì
ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ñëó÷àéíîãî âûáîðà èãðîêàìè ñâîèõ
äåéñòâèé. Çàìåòèì, ÷òî â èãðàõ ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñ
ðàçëè÷íûìè âûèãðûøàìè òàêàÿ îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ äàñò òî æå
ñàìîå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÷òî è îáû÷íàÿ îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ.
Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè â ýòîì ðåøåíèè áóäóò âûðîæäåííûìè:
êàæäûé èãðîê áóäåò âûáèðàòü îäíî èç äåéñòâèé ñ åäèíè÷íîé âå-
ðîÿòíîñòüþ. Ïî-âèäèìîìó, ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èìååò ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â èãðàõ ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà
Èãðó 9 «Íàáåãè íà áàíêè» (ñòð.
33). Êàê ìû óæå âèäåëè, â ýòîé
èãðå ñóùåñòâóåò òðè ðàâíîâåñèÿ â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ìû ñåé÷àñ
óâèäèì, ÷òî â èãðå êðîìå òîãî ñó-
ùåñòâóþò ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ1 âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïåðâûé âêëàä÷èê íå çà-
áèðàåò äåíüãè íà ïåðâîì ýòàïå (âå-
ðîÿòíîñòü âûáîðà L1), à ÷åðåç ν1 —
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé
âêëàä÷èê íå çàáèðàåò äåíüãè íà
ïåðâîì ýòàïå (âåðîÿòíîñòü âûáîðà
L2). Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè
íà âòîðîì ýòàïå îáîçíà÷èì µ2 è ν2

(âåðîÿòíîñòè âûáîðà L3 è L4 ñîîò-

âåòñòâåííî).
Â èãðå âòîðîãî ýòàïà ñóùåñòâóþò òðè ðàâíîâåñèÿ Íýøà â

ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (ñì. Ðèñ. 22). Äâà èç ýòèõ ðàâíîâåñèé —
ðàâíîâåñèÿ â âûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñòü òàêæå
ðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ: µ2 =

 1/2 è
ν2 =

 1/2. Îæèäàåìûå âûèãðûøè âêëàä÷èêîâ ñîñòàâÿò ïðè ýòîì ïî
3/2. Ñòðóêòóðà ðàâíîâåñèé â ðåäóöèðîâàííîé èãðå 1-ãî ýòàïà çà-
âèñèò îò òîãî, êàêîå èç òðåõ âîçìîæíûõ ðàâíîâåñèé âòîðîãî ýòà-
ïà îæèäàþò èãðîêè. Ðàâíîâåñèÿ â âûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå ðàâíîâåñèÿì â èãðå
ñ ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè. Êðîìå òîãî, â ðåäóöèðîâàííîé èãðå ïðè
v1, v2 = 3 (êîãäà íà âòîðîì ýòàïå îáà îñòàâëÿþò äåíüãè â áàíêå) ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â íåâûðîæäåííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ:
µ1 =

 1/2 è ν1 =
 1/2.

ÇÀÄÀ×È

1. «Ðàç-äâà-òðè»
Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ îäíîâðåìåííî íàçûâàåò îäíî èç

òðåõ ÷èñåë: 1, 2 èëè 3. Ïðè ñîâïàäåíèè âòîðîé èãðîê äàåò ïåðâî-
ìó íàçâàííîå è ñîâïàâøåå ÷èñëî (ïðè íåñîâïàäåíèè íèêòî íå
ïëàòèò). Äîïîëíèòåëüíî èãðîêè ïîëó÷àþò óäîâîëüñòâèå îò ó÷à-
ñòèÿ â èãðå, êîòîðûå îíè îöå-
íèâàþò â 1/2. Êàêóþ ñóììó z
ïåðâûé èãðîê äîëæåí çàïëàòèòü
âòîðîìó äî íà÷àëà èãðû, ÷òîáû
òîò ñîãëàñèëñÿ èãðàòü? Íàðè-
ñóéòå äåðåâî, îïèñûâàþùåå
äàííóþ ñèòóàöèþ.

2. Â èãðå ó÷àñòâóþò 2 èãðî-
êà. Èãðà ñîñòîèò èç äâóõ ýòà-
ïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå èãðîêè
îäíîâðåìåííî ðåøàþò, õîòÿò ëè
îíè ó÷àñòâîâàòü âî âòîðîì ýòà-
ïå. Åñëè èãðîê ãîâîðèò, ÷òî õî-
÷åò ó÷àñòâîâàòü âî âòîðîì ýòàïå
òî îí ïëàòèò $1. Âòîðîé ýòàï
íà÷èíàåòñÿ, òîëüêî åñëè îáà
ðåøàþò ó÷àñòâîâàòü âî âòîðîì
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ýòàïå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, è äåíüãè çàáèðàåò
îðãàíèçàòîð èãðû. Â èãðå âòîðîãî ýòàïà èãðîêè îäíîâðåìåííî
çàÿâëÿþò, õîòÿò ëè îíè çàáðàòü èìåþùèåñÿ $2. Â ñëó÷àå èõ îò-
êàçà, äåíüãè äîñòàþòñÿ îðãàíèçàòîðó ýòîé èãðû. Åñëè æå íà ýòè
äåíüãè ïðåòåíäóþò îáà, òî ìåæäó íèìè ïðîèñõîäèò ññîðà, ïîòåðè
îò êîòîðîé îáî èãðîêà îöåíèâàþò âûøå, ÷åì äîñòàþùàÿñÿ èì
äîëÿ, òàê ÷òî âûèãðûø îáîèõ — îòðèöàòåëüíûé. Ïîëíîñòüþ ýòà
èãðà ñ óêàçàíèåì âñåõ âûèãðûøåé èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 23.  Íà
ïåðâîì ýòàïå L îáîçíà÷àåò «äàòü äîëëàð», R — «íå äàâàòü äîë-
ëàð». Íà âòîðîì ýòàïå L îáîçíà÷àåò «ïîïûòàòüñÿ çàáðàòü äîëëà-
ðû», R — «îòêàçàòüñÿ îò äîëëàðîâ».

Ïðîàíàëèçèðóéòå ýòó èãðó è íàéäèòå â íåé âñå ñîâåðøåííûå
â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿ êàê â ÷èñòûõ, òàê è â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ.

3. Íàéäèòå ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ èãðû,
èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 21 (ñòð. 34).

4. 50 ïèðàòîâ äåëÿò äîáû÷ó â 100 äóêàòîâ. Ïðàâèëî äåëåæà
ñëåäóþùåå. Â ïîðÿäêå ñòàðøèíñòâà êàæäûé ïèðàò ïðåäëàãàåò
ñâîþ ñõåìó äåëåæà. Åñëè áîëüøèíñòâî ïèðàòîâ (íå ìåíåå ïîëî-
âèíû, âêëþ÷àÿ ïèðàòà, êîòîðûé ïðåäëàãàåò äåëåæ) ïðèíèìàåò
ïðåäëîæåíèå, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è ïðîöåäóðà äåëåæà çàêàí÷è-
âàåòñÿ. Åñëè ïðåäëîæåíèå îòâåðãàåòñÿ, òî ïèðàò, êîòîðûé åãî
ñäåëàë, èñêëþ÷àåòñÿ èç ÷èñëà ó÷àñòâóþùèõ â äåëåæå, è òîãäà
íàñòàåò î÷åðåäü ñëåäóþùåãî ïî ñòàðøèíñòâó ïèðàòà ïðåäëîæèòü
ñõåìó äåëåæà ìåæäó îñòàâøèìèñÿ ïèðàòàìè.

Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó îïèñàííàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ èãðîé ñ ïî÷òè
ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Êàê áóäåò ïîäåëåíà äîáû÷à? Áóäåò
ëè ðàâíîâåñèå åäèíñòâåííûì?

4. Статические игры с неполной
информацией

Ðàññìàòðèâàÿ ñòàòè÷åñêèå èãðû, ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî èãðî-
êè â ðàâíîé ñòåïåíè èíôîðìèðîâàíû î ñòðóêòóðå èãðû, òàê ÷òî
êàæäûé èç èãðîêîâ çíàåò ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ äåéñòâèé è öå-
ëåâûå ôóíêöèè äðóãèõ èãðîêîâ (áîëåå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàëè,
÷òî âñå ýòî îáùåèçâåñòíî). Íà ñàìîì äåëå ýêîíîìè÷åñêèå ñóáúåê-
òû âñåãäà áûâàþò â ðàçíîé ñòåïåíè èíôîðìèðîâàíû èëè, äðóãè-

ìè ñëîâàìè, àñèììåòðè÷íî èíôîðìèðîâàíû, ïîýòîìó ìíîãèå
ýêîíîìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íåâîçìîæíî àäåêâàòíî îïèñàòü, íå îòêà-
çàâøèñü îò ýòîãî óïðîùàþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ðàçíîâèäíîñòü èãð, â êîòîðûõ èãðîêè
ìîãóò íå çíàòü òî÷íî ïðåäïî÷òåíèÿ äðóãèõ èãðîêîâ. Ïðåäïî÷òå-
íèÿ èãðîêîâ â ýòèõ èãðàõ çàâèñÿò îò ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ïðè
ýòîì èãðîêè â ðàçíîé ñòåïåíè âëàäåþò èíôîðìàöèåé î òîì, êàêîå
èìåííî ñîáûòèå ïðîèçîøëî. Ôîðìàëüíî ýòî ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ типа èãðîêà: êàæäûé èç èãðîêîâ ìîæåò
áûòü íåñêîëüêèõ òèïîâ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç èã-
ðîêîâ çíàåò òîëüêî ñâîé ñîáñòâåííûé òèï. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðâûé õîä äåëàåò ïðèðîäà, âûáèðàÿ òèïû âñåõ èãðîêîâ. Òàêîãî
ðîäà èãðû íàçûâàþò играми с неполной информацией (байесов-
скими играми).

Êîíöåïöèÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
ïëîäîòâîðíîé, è ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè,
ñîäåðæàùèå ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè, êîòîðûå íåâîçìîæíî ñìîäåëè-
ðîâàòü â ðàìêàõ èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, êîòîðûå áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû íàìè âûøå. Íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòèêè èãðîêà ìîãóò
çàâèñåòü îò íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà
ïðè ýòîì äîëæíà îïèñûâàòü, êàêèå äåéñòâèÿ îí âûáåðåò ïðè êà-
æäîì âîçìîæíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàçáåðåì ñòàòè÷åñêèå èãðû ñ íåïîë-
íîé èíôîðìàöèåé. Äèíàìè÷åñêèì èãðàì ñ íåïîëíîé èíôîðìàöè-
åé ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Îïèøåì ñòðóêòóðó ñòàòè÷åñêîé èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöè-
åé (ñòàòè÷åñêîé áàéåñîâñêîé èãðû).

Êàê è ðàíüøå, I = {1,...,m} — ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Â áàéåñîâ-
ñêèõ èãðàõ êàæäûé èãðîê èìååò íåñêîëüêî òèïîâ, θi ∈  Θi, ãäå Θi

— ìíîæåñòâî òèïîâ i-ãî èãðîêà (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå èëè
ñ÷åòíîå). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîÿâëåíèå òîãî èëè èíîãî òèïà —
ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàíèè áàéåñîâñêîé èãðû
äîëæíî áûòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå

 Θ = Θ1 ×⋅⋅⋅×Θm.
Åñëè ìíîæåñòâà òèïîâ Θi êîíå÷íû, òî äîñòàòî÷íî çàäàòü âå-

ðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñî÷åòàíèé òèïîâ (θ1, ..., θm) ∈  Θ, ò.å. ôóíê-
öèþ

π(⋅): Θ ! "+,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
âåðîÿòíîñòè äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû è èõ ñóììà äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå.
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Â äàëüíåéøåì ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

èìååò ìåñòî íåçàâèñèìîñòü ïîÿâëåíèÿ òèïîâ ó ðàçíûõ èãðîêîâ
(äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýòî íåçàâèñèìîñòüþ òèïîâ). Â
òàêîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî çàäàòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî
èç òèïîâ äëÿ êàæäîãî èãðîêà, òî åñòü m ôóíêöèé

πi(⋅): Θi ! "+,   i = 1, ..., m,
òàêèõ ÷òî πi(θ) — âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ òèïà θ ∈  Θi èãðîêà i.
Ýòî ñëó÷àé, êîãäà çíàíèå ñâîåãî òèïà íå äàåò èãðîêó äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè î òèïàõ äðóãèõ èãðîêîâ.

Åñëè òèïû — ýòî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ, F(θ1, ..., θm). Íåçàâèñè-
ìîñòü òèïîâ â äàííîì êîíòåêñòå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ òèïîâ îòäåëüíûõ èãðîêîâ

      F(θ1, ..., θm) = 
m

*
i=1

Fi(θi).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå òèïû îäíîãî è òîãî æå èãðîêà èìåþò
îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà äåéñòâèé Xi.30 Âûèãðûø â ñòàòè÷åñêèõ
áàéåñîâñêèõ èãðàõ çàâèñèò íå òîëüêî îò âûáðàííûõ èãðîêàìè
äåéñòâèé, (x1, ..., xm) ∈  X, íî è îò òîãî, êàêèå èìåííî òèïû, (θ1, ...,
θm) ∈  Θ, ó÷àñòâóþò â èãðå. Ïðåäïî÷òåíèÿ èãðîêîâ çàäàíû ôóíê-
öèÿìè âûèãðûøåé:

ui :  X
 × Θ ! ",

ãäå X = X1
 × ⋅⋅⋅ × Xm.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå ñòàòè÷åñêîé áàéåñîâñêîé èãðû
äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå:

" ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
" äëÿ êàæäîãî èãðîêà — ìíîæåñòâî òèïîâ;
" ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâàõ òèïîâ;
" äëÿ êàæäîãî èãðîêà — ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåéñòâèé;
" äëÿ êàæäîãî èãðîêà — ôóíêöèè âûèãðûøåé.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà òèïîâ êîíå÷íû, ñòàòè÷å-

ñêàÿ áàéåñîâñêàÿ èãðà åñòü íàáîð
 〈I, {Θi}I , π, {Xi}I , {ui}I〉.

                                          
30 Åñëè ìîäåëèðóåòñÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ äåé-

ñòâèé ðàçíûå ó ðàçíûõ òèïîâ, òî ýòî ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü, ââåäÿ äëÿ
íåêîòîðûõ äåéñòâèé çàïðåòèòåëüíî ìàëåíüêèå âûèãðûøè («равные минус
бесконечности»), òàê ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé òèï èõ çàâåäîìî íå ñòàë
âûáèðàòü.

Ñòðàòåãèè â ñòàòè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ èãðàõ íå ñîâïàäàþò ñ
äåéñòâèÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëîæèâøåéñÿ òåðìèíîëîãèåé,
ñòðàòåãèÿ èãðîêà îïèñûâàåò äåéñòâèÿ êàæäîãî èç òèïîâ ýòîãî
èãðîêà. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòðàòåãèþ êàê ôóíêöèþ si(⋅), êîòî-
ðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó òèïó θ ∈  Θi íåêîòîðûå äåéñò-
âèÿ si(θ) ∈  Xi.

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðàöèîíàëüíîñòè â äàííîì
ñëó÷àå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé òèï êàæäîãî èãðîêà ìàêñèìè-
çèðóåò îæèäàåìûé âûèãðûø ïðè íåêîòîðûõ îæèäàíèÿõ îòíîñè-
òåëüíî ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ.31 Ïîñêîëüêó èãðîê çíàåò ñâîé
òèï, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëæíî áûòü óñëîâíûì ïî
ýòîìó òèïó. (Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè â îáùåì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ ïî ôîðìóëå Áàéåñà — îòñþäà è òåðìèíû «áàéåñîâñêèå èã-
ðû», «áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå»). Îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà i,
èìåþùåãî òèï θ è âûáðàâøåãî äåéñòâèÿ xi, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îñòàëüíûå èãðîêè âûáðàëè ñòðàòåãèè

 s–i(⋅) = (s1(⋅), ..., si–1(⋅), si+1(⋅), ..., sm(⋅)),
ðàâåí

Ui(θ, xi, s–i(⋅)) = E(ui(xi, s–i(θθθθ–i), θ, θθθθ–i) | θi = θ),
ãäå θθθθ–i = (θ1, ..., θi–1, θi+1, ..., θm) — òèïû îñòàëüíûõ èãðîêîâ.

Åñëè èìååò ìåñòî íåçàâèñèìîñòü òèïîâ, òî óñëîâíîå ïî òèïó
ìàò. îæèäàíèå ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì, ò.å.

Ui(θ, xi, s–i(⋅)) = E(ui(xi, s–i(θθθθ–i), θ, θθθθ–i)).
Åñëè ìíîæåñòâà òèïîâ êîíå÷íû è òèïû íåçàâèñèìû, òî îæè-

äàåìûé âûèãðûø ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

 Ui(θ, xi, s–i(⋅)) = 

 

$
θθθθ–i ∈ Θ –i

π–i(θθθθ–i)
 ui(xi, s–i(θθθθ–i), θ, θθθθ–i),

ãäå ìû îáîçíà÷èëè
 Θ–i = (Θ1, ..., Θi–1, Θi+1, ..., Θm)
è

 π–i(θθθθ–i) = 
 

*
j ≠ i

πj(θj)

(âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òèïû îñòàëüíûõ èãðîêîâ îêàæóòñÿ ðàâíû-
ìè θθθθ–i = (θ1, ..., θi–1, θi+1, ..., θm)).

                                          
31 Ìîæíî çàäàòü öåëåâûå ôóíêöèè íå äëÿ òèïîâ, à äëÿ èãðîêîâ. Â òà-

êîì ñëó÷àå èãðîê ìàêñèìèçèðóåò îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü, èñõîäÿ èç âå-
ðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îí îêàæåòñÿ òîãî èëè èíîãî òèïà. Îáà ïîäõîäà ñîâ-
ïàäàþò ïðè åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
ëþáîãî òèïà íå ðàâíà íóëþ.



38

Äëÿ áàéåñîâñêèõ èãð ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñèÿ,32

àíàëîãè÷íàÿ ðàâíîâåñèþ Íýøà â èãðàõ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 12.
Íàáîð ñòðàòåãèé (s%1(⋅), ..., s%m(⋅)) ÿâëÿåòñÿ равновесием Нэша-

Байеса (áàéåñîâñêèì ðàâíîâåñèåì) â èãðå ñ íåïîëíîé èíôîðìàöè-
åé, åñëè äëÿ êàæäîãî òèïà θ ∈  Θi êàæäîãî èãðîêà i äåéñòâèÿ s%i(θ)

ìàêñèìèçèðóþò åãî îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
âñå äðóãèå èãðîêè âûáðàëè ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè:

 Ui(θ, s%i(θ), s%–i(⋅)) = 
 

max
xi ∈  Xi

 Ui(θ, xi, s%–i(⋅))

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ñòàëè áîëåå ïîíÿò-
íûìè, ïðîèëëþñòðèðóåì èõ íà óñëîâíîì ïðèìåðå.

Игра 10. «Âûáîð êîìïüþòåðà»
Â èãðå ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà, èñïîëüçóþùèå â ðàáîòå êîìïü-

þòåðû. Êàæäûé èãðîê ìîæåò áûòü äâóõ òèïîâ — ïðåäïî÷èòàåò
ðàáîòàòü ëèáî íà IBM PC, ëèáî íà Ìàêèíòîøå, ïðè÷åì ëþáèòåëè

                                          
32 Êîíöåïöèÿ áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì

ýêîíîìèñòîì âåíãåðñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ Äæîíîì Õàðøàíüè. (Harsanyi,
J. C. (1967-8), "Games with Incomplete Information Played by 'Bayesian'
Players," Parts I, II and III, Management Science, 14, 159-182, 320-334,
486-502.

IBM PC ïîïàäàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ π (äëÿ îáîèõ èãðîêîâ). Êàæ-
äûé èç èãðîêîâ âûáèðàåò ëèáî IBM PC, ëèáî Ìàêèíòîø. Ëèøü
ïîñëå òîãî, êàê èãðîê âûáðàë òèï êîìïüþòåðà, îí óçíàåò, ñ ïàðò-
íåðîì êàêîãî òèïà åìó ïðåäñòîèò ðàáîòàòü, è êàêîé òîò âûáðàë
ñåáå êîìïüþòåð. Êàæäûé èç òèïîâ êàæäîãî èç èãðîêîâ îöåíèâàåò
ïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîì ëþáèìîé ðàçíîâèäíîñòè â 1 ó.å., à
ïîëüçîâàíèå äðóãèì êîìïüþòåðîì â 0 ó.å. Èãðîêè ïîëó÷àþò äî-
ïîëíèòåëüíûé âûèãðûø â 2 ó.å., åñëè âûáåðóò êîìïüþòåðû îä-
íîé è òîé æå ðàçíîâèäíîñòè. !!!!

Èãðà ïðåäñòàâëåíà â Òàáëèöå 18.
Ìû íå áóäåì ïîëíîñòüþ ðåøàòü ýòó èãðó. Íàéäåì òîëüêî óñ-

ëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðà π, ïðè êîòîðûõ íàáîð ñòðàòåãèé «åñëè èã-
ðîê ëþáèò IBM, òî îíî âûáèðàåò IBM; åñëè èãðîê ëþáèò Mac, òî
îí âûáèðàåò Mac», ò.å. ((IBM, Mac), (IBM, Mac)), áóäåò ðàâíîâåñè-
åì Íýøà-Áàéåñà.

Ðàññìîòðèì âûáîð 1-ãî èãðîêà, åñëè îí ïðåäïî÷èòàåò IBM
PC. Åñëè îí îæèäàåò, ÷òî ñòðàòåãèåé 2-ãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ (IBM,
Mac), òî åãî îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü îò âûáîðà êîìïüþòåðîâ IBM
PC è Ìàêèíòîø ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî

 IBM: π⋅3 + (1–π)⋅1,
 Mac: π⋅0 + (1–π)⋅2.
Ïåðâûé èãðîê òàêîãî òèïà âûáåðåò IBM PC, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå
 π⋅3 + (1–π)⋅1 # π⋅0 + (1–π)⋅2

èëè
 π # 1/4.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûáîð 1-ãî èãðîêà, åñëè îí ïðåäïî÷èòàåò
Ìàêèíòîø. Ïîñêîëüêó â ðàâíîâåñèè îí îæèäàåò, ÷òî ñòðàòåãèåé
2-ãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ (IBM, Mac), òî åãî îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü îò
âûáîðà êîìïüþòåðîâ IBM PC è Ìàêèíòîø ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî

 IBM: π⋅2 + (1–π)⋅0,
 Mac: π⋅1 + (1–π)⋅3.
Ïåðâûé èãðîê òàêîãî òèïà âûáåðåò Ìàêèíòîø, åñëè âûïîë-

íåíî óñëîâèå
 π⋅2 + (1–π)⋅0 ) π⋅1 + (1–π)⋅3

èëè
 π ) 3/4.

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 18181818

Игрок 2
Любит IBM Любит MacИгрок 1

IBM Mac IBM Mac
3  0 2 1

IBM 3 1 3 1
1 2 0 3

Любит
IBM Mac 0 2 0 2

[π]

3 0 2 1
IBM 2 0 2 0

1 2 0 3
Любит

Mac Mac 1 3 1 3

[1–π]

[π] [1–π]
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Äëÿ âòîðîãî èãðîêà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå è ïðèâîäÿò ê
òåì æå óñëîâèÿì, ïîñêîëüêó èãðîêè îäèíàêîâû. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå

          1/4 ) π ) 3/4
ãàðàíòèðóåò, ÷òî íàáîð ñòðàòåãèé ((IBM, Mac), (IBM, Mac)) áóäåò
áàéåñîâñêèì ðàâíîâåñèåì.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöåííîé èãðîé, ïî-
ñêîëüêó âûáîð â íåì äåëàåò òîëüêî îäèí èãðîê, îäíàêî îí âêëþ-
÷àåò âñå òå êîìïîíåíòû áàéåñîâñêîé èãðû, î êîòîðûõ çäåñü ãîâî-
ðèëîñü. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî ìîäåëèðîâàòü òî,
÷òî îäèí è òîò æå èãðîê ìîæåò â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðûõ ñëó-
÷àéíûõ îáñòîÿòåëüñòâ îáëàäàòü ðàçíûì îáúåìîì èíôîðìàöèè.
Ðàçìûøëåíèÿ íàä ïðèìåðîì ïîçâîëÿåò «ñëîìàòü» íåêîòîðûå ñòå-
ðåîòèïû, êîòîðûå ìîãóò ñëîæèòüñÿ íà îñíîâå ôîðìàëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ áàéåñîâñêîé èãðû.

Игра 11. «Âàõòåð»
Íà âõîäå â íåêîòîðîå ó÷ðåæäåíèå ñòîèò âàõòåð. Â ó÷ðåæäå-

íèå ìîãóò âîéòè ïîñåòèòåëè äâóõ òèïîâ: «свои» и «чужие» (будем их
для краткости обозначать A и B). Íåêîòîðûå ïîñåòèòåëè êàæóòñÿ
âàõòåðó ñâîèìè, à íåêîòîðûå — ÷óæèìè. Òàêèì îáðàçîì, â äàí-
íîé èãðå åñòü 2 òèïà âàõòåðà (îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî a è b).
Âàõòåð ìîæåò ïðîâåðèòü ó ïîñåòèòåëÿ íàëè÷èå ïðîïóñêà. Ïðè
ýòîì, åñëè ïîñåòèòåëü îêàæåòñÿ ñâîèì, òî âûèãðûø âàõòåðà ñî-
ñòàâèò –1, à åñëè ÷óæèì, òî 1. !!!!

Ìàòðèöà èãðû ïðèâåäåíà â Òàáëèöå 19. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñâîé ïîñåòèòåëü êàæåòñÿ âàõòåðó ñâîèì îáîçíà÷åíà πAa è ò. ä.
Çàìåòèì, ÷òî ïî ñìûñëó èãðû, åñëè âàõòåð äîñòàòî÷íî îïûòåí, òî
âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ òèïîâ íå äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûìè.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñåòèòåëü ñâîé, åñëè îí êà-
æåòñÿ ñâîèì, ðàâíà πAa/(πAa

 + πBa), à óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïîñåòèòåëü ÷óæîé, åñëè îí êàæåòñÿ ñâîèì, ðàâíà πBa/(πAa

 +
πBa). Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìûé âûèãðûø âàõòåðà òèïà a, åñëè
îí ïðîâåðÿåò äîêóìåíòû, ðàâåí

 πAa

πAa
 + πBa

 ⋅ (–1) + 
πBa

πAa
 + πBa

 ⋅ 1,

à åñëè íå ïðîâåðÿåò, òî 0. Àíàëîãè÷íî, îæèäàåìûé âûèãðûø
âàõòåðà òèïà b, åñëè îí ïðîâåðÿåò äîêóìåíòû, ðàâåí

 πAb

πAb
 + πBb

 ⋅ (–1) + 
πBb

πAb
 + πBb

 ⋅ 1,

à åñëè íå ïðîâåðÿåò, òî 0.
Åñëè âàõòåð îïûòåí, òî âåðîÿòíîñòü πAa âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ

ñ âåðîÿòíîñòüþ πBa, à âåðîÿòíîñòü πAb âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ πBb, è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âàõòåð áóäåò ïðîâå-
ðÿòü äîêóìåíòû ó òåõ, êòî åìó êàæåòñÿ ÷óæèìè è íå áóäåò ïðî-
âåðÿòü äîêóìåíòû ó òåõ, êòî åìó êàæåòñÿ ñâîèìè.

Ðàçáåðåì òàêæå ïðèìåð, â êîòîðîì ìíîæåñòâà òèïîâ ÿâëÿþò-
ñÿ êîíòèíóóìàìè.

Игра 12. «Àóêöèîí ñ çàÿâêàìè â çàïå÷àòàííûõ êîíâåðòàõ»
Íåêèé ïðåäìåò ïðîäàåòñÿ ñ àóêöèîíà. Ó÷àñòíèêè àóêöèîíà

(i = 1, ..., n), ïîäàþò ñâîè çàÿâêè, pi # 0, â çàïå÷àòàííûõ êîíâåðòàõ.
Ïîáåæäàåò òîò, êòî ïðåäëîæèò ñàìóþ âûñîêóþ öåíó. (Åñëè ñà-
ìóþ âûñîêóþ öåíó ïðåäëîæàò ñðàçó íåñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ, òî
ïîáåäèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ æðåáèåì.) Ïîáåäèâøèé ó÷àñòíèê ïëà-
òèò çàÿâëåííóþ öåíó è ïîëó÷àåò ïðåäìåò. Åñëè i-é ó÷àñòíèê
îêàæåòñÿ ïîáåäèòåëåì, òî åãî âûèãðûø ñîñòàâèò vi – pi, ãäå vi —
öåííîñòü äëÿ íåãî äàííîãî ïðåäìåòà; âûèãðûø âñåõ îñòàëüíûõ
ó÷àñòíèêîâ áóäåò ðàâåí íóëþ. Èçâåñòíî, ÷òî îöåíêè vi ðàñïðåäå-
ëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1] è íåçàâèñèìû.  !!!!

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òèïîâ êàæ-
äîãî èãðîêà ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [0, 1]. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
ñòðàòåãèþ i–ãî èãðîêà êàê ôóíêöèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå
òèïó v öåíó, êîòîðóþ îí ïðåäëîæèò, pi(v):

pi(⋅):  [0, 1] ! " 
+.

Ðåøèòü ýòó çàäà÷ó íåïîñðåäñòâåííî çàòðóäíèòåëüíî. Ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïóòü ðåøåíèÿ: ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàâ-
íîâåñíûå ñòðàòåãèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñò-

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 19191919

Посетитель
A B

проверять –1 1
a

не проверять 0
πAa 0

πBa

проверять –1 1
Вахтер

b
не проверять 0

πAb 0
πBb
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âàìè, çàòåì âû÷èñëèòü, èñõîäÿ èç ýòîãî, ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè
è ïîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå íàéäåíî ðàâíîâåñèå.

Ïî ñìûñëó çàäà÷è åñòåñòâåííî èñêàòü ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâå-
ñèå, òî åñòü òàêîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì èãðîêè âûáèðàþò îäè-
íàêîâûå ñòðàòåãèè:

 pi(v) ≡ p0(v)  ∀ i,
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ ñòðàòåãèÿ p0(⋅
) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Íàéäåì,
èñõîäÿ èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, îïòèìàëüíûé îòêëèê i–ãî èãðî-
êà. Åñëè ýòîò èãðîê âûáåðåò öåíó p, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äðó-
ãîé èãðîê, j, ïðåäëîæèë áîëåå íèçêóþ öåíó ðàâíà

Prob(p0(vj) < p) = Prob(vj < p
–1
 0 (p)) = p

–1
 0 (p) = ϕ(p),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî îöåíêà vj ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà íà [0, 1], è îáîçíà÷èëè ÷åðåç ϕ(p) ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê p0(⋅).
Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ vj ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî, òî
ñîáûòèÿ p0(vj) < p íåçàâèñèìû, è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî i–é èãðîê
âûèãðàåò àóêöèîí, çàÿâèâ öåíó p, ðàâíà ϕ(p)

n-1
 . (Çäåñü ìû ïîëüçó-

åìñÿ òåì, ÷òî, ïîñêîëüêó p0(⋅) — âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî âå-
ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ p0(vj) = p ðàâíà íóëþ.) Òàêèì îáðàçîì, îæè-
äàåìûé âûèãðûø i–ãî èãðîêà ñ îöåíêîé v, ïðåäëîæèâøåãî öåíó
p, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå îñòàëüíûå èãðîêè âûáðàëè ñòðàòå-
ãèè p0(⋅), ðàâåí

ϕ(p)
n-1
 ⋅(v – p) + (1 – ϕ(p)

n-1
 

 )⋅0 = (v – p)ϕ(p)
n-1
 .

Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè îæèäàå-
ìîãî âûèãðûøà èìåþò âèä

(n–1)(v – p) ϕ(p)
n-2
 

 ϕ′(p) – ϕ(p)
n-1
  = 0

èëè
(n–1)(v – p)ϕ′(p) – ϕ(p) = 0.

Â ðàâíîâåñèè èãðîê, èìåþùèé îöåíêó v, äîëæåí ïðåäëàãàòü
öåíó p = p0(v). Ïîäñòàâèâ ýòî â óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷à-
åì:

(n–1)(v – p0(v)) ϕ′(p0(v)) – ϕ(p0(v)) = 0.
Ïîñêîëüêó ϕ(⋅) — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê p0(⋅), òî

 ϕ(p0(v)) = v      è      ϕ′(p0(v)) = 
1

p0′(v)
.

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(n–1) [v – p0(v)] – p0′(v) v = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ

p0(v) = 
n – 1

n
 v + 

C
vn–1

 ,

ãäå C — êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàéäåì ýòó êîíñòàíòó. Ïî
ñìûñëó èãðû p0(v) íå äîëæíà ïðåâûøàòü v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî
óñëîâèþ çàÿâëåííàÿ öåíà íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Ïîýòîìó
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå p0(0) = 0, îòêóäà C = 0.
Òàêèì îáðàçîì, íàøè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñòðàòåãèÿì âèäà

p0(v) = 
n – 1

n
 v.

Â ñàìîì äåëå, ïðè òàêèõ ñòðàòåãèÿõ äðóãèõ èãðîêîâ îæèäàå-
ìûé âûèãðûø èãðîêà ñ îöåíêîé v,

 ( )
n

n – 1

n–1

 (v – p) p
n-1
 ,

äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà " 
+ ïðè p = n

 – 1
n

 v, òî åñòü óñëî-

âèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äàëè íàì ïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Çàìåòèì,
÷òî õîòÿ ìû íàøëè ðàâíîâåñèå, íî íå ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî
ïîëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Åñëè â àóêöèîíå ó÷àñòâóþò 2 èãðîêà, òî â ðàâíîâåñèè êàæ-
äûé ïðåäëîæèò öåíó íà óðîâíå ïîëîâèíû ñâîåé îöåíêè. Ñ ðîñòîì
êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè âñå áîëüøå ïðè-
áëèæàþòñÿ ê «ïðàâäèâûì» ñòðàòåãèÿì pi(v) = v.

Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ â èãðàõ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê áàé-
åñîâñêîå ðàâíîâåñèå (â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ) â èãðàõ ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà Èãðó 6 «Инспек-
ция».

Ñ ïîìîùüþ áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæíî èìèòèðîâàòü ýô-
ôåêò ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé. Ðàññìîòðèì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà ïðèìåðå Èãðû
6 «Èíñïåêöèÿ» (стр. 15). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà èãðîêà ìîãóò
áûòü ðàçíûõ òèïîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñò-
âî òèïîâ ó êàæäîãî èç èãðîêîâ — îòðåçîê [0, 1]. Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ðàçíûå òèïû îäíîãî è òîãî æå èãðîêà èìåþò îäè-
íàêîâûå ïðåäïî÷òåíèÿ (òå, ÷òî çàäàííû Òàáëèöåé 8). Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèé íàáîð ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâ-
ñêèì ðàâíîâåñèåì ðàñøèðåííîé èãðû: íàëîãîïëàòåëüùèê ïëàòèò
íàëîã, åñëè åãî òèï óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ θ1 ) 1/2, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí íàëîã íå ïëàòèò; àíàëîãè÷íî íàëîãîâûé èíñïåêòîð
ïðîâåðÿåò, åñëè åãî òèï óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ θ2 ) 1/2. Ýòî áàéå-
ñîâñêîå ðàâíîâåñèå ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèò ðàâíîâåñèå â ñìå-
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øàííûõ ñòðàòåãèÿõ èñõîäíîé èãðû: â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ íàëîãî-
ïëàòåëüùèê ïëàòèò íàëîã, è â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ íàëîãîâûé èí-
ñïåêòîð ïðîâåðÿåò íàëîãîïëàòåëüùèêà. Ðàíäîìèçèðóåò ïðè ýòîì
íå èãðîê, à ïðèðîäà, êîãäà âûáèðàåò òîò èëè èíîé òèï èãðîêà.

Êîíå÷íî, â ðàñøèðåííîé èãðå ñóùåñòâóåò íå îäíî, à áåñêî-
íå÷íî ìíîãî áàéåñîâñêèõ ðàâíîâåñèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãîãî
áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ðàçáèòü ìíîæåñòâî òèïîâ êàæäîãî èãðîêà íà äâå ÷àñòè, âåðîÿòíî-
ñòè ïîïàäàíèÿ â êîòîðûå ðàâíû âåðîÿòíîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ
÷èñòûõ ñòðàòåãèé â èñõîäíîì ðàâíîâåñèè â ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-
ÿõ.

Ìîæíî òàêæå èìèòèðîâàòü ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ ñ ïîìîùüþ ñëåãêà èçìåíåííîé èãðû, â êîòîðîé ê âûèãðû-
øàì äîáàâëÿþòñÿ ìàëûå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ, çàâèñÿùèå îò
òèïîâ èãðîêîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáàâèòñÿ îò ìíîæåñò-
âåííîñòè áàéåñîâñêèõ ðàâíîâåñèé, î êîòîðîì òîëüêî ÷òî ãîâîðè-
ëîñü. Ïðè ýòîì ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áóäåò ïðåäå-
ëîì áàéåñîâñêèõ ðàâíîâåñèé â «âîçìóùåííûõ» èãðàõ. (Ñì. Çàäà-
÷ó 3).

ÇÀÄÀ×È

1. Êàê ïðåäñòàâèòü Èãðó 2 (ñòð. 7) â âèäå áàéåñîâñêîé èãðû?

2. Áîãàòñòâî îòöà ñîñòàâëÿåò $3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/5, $6 ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1/5⋅4/5, $12 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/5⋅(4/5)2, è ò.ä. (òî åñòü,
$3×2k ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/5⋅(4/5)k äëÿ êàæäîãî k # 0). Â îäèí êîíâåðò
îí êëàäåò äâå òðåòè ñâîåãî áîãàòñòâà, â äðóãîé — îäíó òðåòü. Îí
äàåò ïî êîíâåðòó êàæäîìó èç äâóõ ñûíîâåé (êàæäûé èç ñûíîâåé

ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èò ëþáîé êîíâåðò). Êàæäûé èç
ñûíîâåé âèäèò, ñêîëüêî äåíåã â åãî ñîáñòâåííîì êîíâåðòå, íî íå
çíàåò, ñêîëüêî äåíåã â êîíâåðòå áðàòà. Êàæäûé èç ñûíîâåé èìååò
ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè îò áîãàòñòâà ln(w). [ Ïîäñêàçêà: 39 > 214].

(A) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé èç áðàòüåâ ðåøà-
åò, ðàçäåëèòü ëè äåíüãè, íàõîäÿùèåñÿ â êîíâåðòàõ. Òàêèì îáðà-
çîì êàæäûé èç áðàòüåâ ãîâîðèò «Äà» èëè «Íåò» (îäíîâðåìåííî).
Åñëè îáà ãîâîðÿò «Äà», îíè äåëÿò äåíüãè ïîðîâíó. Åñëè õîòÿ áû
îäèí èç áðàòüåâ ãîâîðèò «Íåò», òî îíè îñòàþòñÿ ñ äåíüãàìè, íà-
õîäÿùèìèñÿ â èõ ñîáñòâåííûõ êîíâåðòàõ.

(i) Êàæäûé áðàò çíàåò òîëüêî êîëè÷åñòâî äåíåã â åãî ñîáñò-
âåííîì êîíâåðòå. Òàêèì îáðàçîì òèï êàæäîãî áðàòà — ýòî ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà {1; 2; 4; 8; ...}. Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ïî òèïàì?

(ii) Îïèøèòå ýòó ñèòóàöèþ ôîðìàëüíî êàê èãðó ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé.

(iii) Îïèøèòå ðàâíîâåñèå (Áàéåñà-Íýøà) â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ,
â êîòîðîì áðàòüÿ äåëÿò äåíüãè. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
ðàâíîâåñèå. Ñóùåñòâóåò ëè â ýòîé èãðå äðóãîå ðàâíîâåñèå?

(B) Ïðåäïîëîæèòå òåïåðü, ÷òî îòåö îáúÿâèë, ÷òî íè â îäíîì
èç êîíâåðòîâ íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëüøå ÷åì $3×2K (äëÿ íåêî-
òîðîãî K # 1). Îõàðàêòåðèçóéòå ðàâíîâåñèÿ Áàéåñà-Íýøà â ÷èñ-
òûõ ñòðàòåãèÿõ ïîëó÷èâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå èãðû.

3. Â Òàáëèöå 20 ïîêàçàíà «âîçìóùåííàÿ» èãðà «Инспекция». Â
íåé ε1 è ε2 — ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òèïó 1-ãî
è 2-ãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ε1 è ε2 ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåíû íà îòðåçêå [0, δ] (δ > 0) è íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé.33 Íàé-
äèòå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå (â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ) â ýòîé èãðå.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè δ → 0 íàéäåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå ñòðå-
ìèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èñõîäíîé èãðû
(Èãðà 6 íà стр. 15).

[Óêàçàíèå: Ïîäñêàæåì, ðàâíîâåñèå êàêîãî âèäà çäåñü èñêàòü.
Êàæäûé èãðîê âûáèðàåò íåêîòîðûé ïîðîãîâûé óðîâåíü, ε%i. Ðàâ-
íîâåñíûå ñòðàòåãèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ε1

 < ε%1, òî
ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ «нарушать», а если ε1

 > ε%1 —  то

                                          
33 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáðàíî íàìè òîëüêî èç ñîîáðàæåíèé

óäîáñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå ïîäîøëî áû ëþáîå ðàçóìíîå íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 20202020

Инспектор

проверять Не
проверять

 1+ε2 0 
нарушать –1  1+ε1 

–1  0 
Проверяемый

не
нарушать  0  0
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стратегию «не нарушать» (вероятность того, что ε1

 = ε%1 равна нулю, поэтому
этот случай можно не рассматривать); àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âòîðîé
èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ «проверять», åñëè ε2<

 ε%2 è ñòðàòåãèþ «не
проверять», если ε2

 > ε%2.]

5. Динамические байесовские игры.
Совершенное байесовское равновесие

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ðàçíîâèäíîñòü èãð, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ òàêèì æå îáîáùåíèåì ñòàòè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ
èãð, êàêèì ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé
äëÿ ñòàòè÷åñêèõ èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, ò.å. äèíàìè÷åñêèå
áàéåñîâñêèå èãðû (äèíàìè÷åñêèå èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèíàìè÷åñêîé áàéåñîâñêîé èãðû ðàñ-
ñìîòðèì ìîäèôèêàöèþ Èãðû 7 «Òåððîðèñò» (ñòð. 23).

Игра 13. «Òåððîðèñò»
Ñèòóàöèÿ â äàííîé èãðå òàêàÿ æå, êàê â Èãðå 7, îäíàêî òåð-

ðîðèñò ìîæåò áûòü äâóõ òèïîâ: «нормальный» и «сумасшедший».

Íîðìàëüíûé òåððîðèñò òàê æå, êàê è â Èãðå 7, ïîëó÷àåò âûèã-
ðûø –100 â ñëó÷àå, åñëè âçîðâåò áîìáó â Íüþ-Éîðêå. Ñóìàñøåä-
øèé æå òåððîðèñò ïîëó÷àåò â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûø 0. Âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî òåððîðèñò îêàæåòñÿ ñóìàñøåäøèì, ðàâíà π. Ïè-
ëîò íå çíàåò, ñ òåððîðèñòîì êàêîãî òèïà îí èìååò äåëî, íî ñàì
òåððîðèñò çíàåò ñâîé òèï. !!!!

Èãðà ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà íà Ðèñóíêå 28. Â èãðó áûë äî-
áàâëåí äîïîëíèòåëüíûé ôèêòèâíûé èãðîê, пðèðîäà.34 Ýòî ñäåëà-
íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü íà ñõåìå ñëó÷àéíûé âûáîð òèïà òåð-
ðîðèñòà. Ïðèðîäà íå èìååò íèêàêîé öåëåâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó
íà ñõåìå ïîêàçàíû òîëüêî âûèãðûøè äâóõ èñõîäíûõ èãðîêîâ.

Ïåðâûé õîä äåëàåò ïðèðîäà. Ñ âåðîÿòíîñòüþ π ïðèðîäà ñîç-
äàåò ñóìàñøåäøåãî òåððîðèñòà è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 – π — íîðìàëü-
íîãî. Ïóíêòèðíîé ðàìêîé ïîêàçàíî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî
ïèëîòà, ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèþ, ÷òî îí íå çíàåò òèïà òåððîðè-
ñòà.

Ðåøåíèå ýòîé èãðû ìîæíî íàéòè, ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ èí-
äóêöèþ. Ñíà÷àëà íóæíî ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå òåððîðèñòîâ îáî-
èõ òèïîâ. Íîðìàëüíûé òåððîðèñò, êàê ìû âèäåëè ðàíüøå â Èãðå
7, íå áóäåò âçðûâàòü áîìáó â Íüþ-Éîðêå. Ñóìàñøåäøèé æå òåð-
ðîðèñò, íàîáîðîò, ïðåäïî÷òåò âçîðâàòü áîìáó (òàê êàê 0 áîëüøå
–1). Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðàññóæäåíèé (êîòîðûå, êàê ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, äîëæåí ïðîâîäèòü ðàöèîíàëüíûé ïèëîò) ïîëó÷èì ñâåðíóòóþ
èãðó, êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà Ðèñóíêå 24.

Åñëè ïèëîò âûáåðåò Êóáó, òî â ëþáîì ñëó÷àå ïîó÷èò –1. Åñëè
æå ïèëîò âûáåðåò Íüþ-Éîðê, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ π îí ïîëó÷èò –
100, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 – π ïîëó÷èò 1, òî åñòü åãî îæèäàåìûé âûèã-
ðûø ñîñòàâèò

 π⋅(–100) + (1 – π)⋅1 = 1 – 101π.
Ïèëîò äîëæåí ñðàâíèòü âûèãðûø –1 ñ âûèãðûøåì 1 – 101π è

âûáðàòü ìàêñèìàëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, âèä ðåøåíèÿ áóäåò çà-
âèñåòü îò ïàðàìåòðà π. Åñëè âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ñóìàñøåäøåãî
òåððîðèñòà ìàëà, ò.å. π < 2/101, òî ïèëîò ïîëåòèò â Íüþ-Éîðê, à
åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü âåëèêà, ò.å. π > 2/101, òî îí ïðåäïî÷òåò ïîëå-
òåòü íà Êóáó. Ïðè π = 2/101 ïèëîòó âñå ðàâíî, êóäà ëåòåòü.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íå ñîäåðæèòñÿ ñïå-
öèôè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèäàþò äèíàìè÷åñêèì áàéåñîâ-
ñêèì èãðàì ïðèíöèïèàëüíî èíîé õàðàêòåð ïî ñðàâíåíèþ ñ äèíà-
ìè÷åñêèìè èãðàìè ñ ñîâåðøåííîé è ïîëíîé èíôîðìàöèåé èëè
ñòàòè÷åñêèìè áàéåñîâñêèìè èãðàìè. Ïîýòîìó çäåñü äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ðåøåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáðàòíîé
èíäóêöèåé. Ìû ñìîãëè ïðîàíàëèçèðîâàòü âûáîð ïèëîòà, ïî-

                                          
34 Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áàéåñîâñêèå èãðû (èãðû ñ íå-

ïîëíîé èíôîðìàöèåé) êàê èãðû ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, â êîòî-
ðûõ îäíèì èç èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèðîäà.
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ñêîëüêó çíàëè, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí ìîã â ñâîåì èíôîðìàöè-
îííîì ìíîæåñòâå îêàçàòüñÿ â ëåâîé âåðøèíå, à ñ êàêîé — â ïðà-
âîé.

Îäíàêî çà÷àñòóþ òàêèå âåðîÿòíîñòè íåèçâåñòíû. Ìû ñòàëêè-
âàëèñü óæå ñ ýòîé ïðîáëåìîé, ðàññìàòðèâàÿ äèíàìè÷åñêèå èãðû ñ
ïîëíîé, íî íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ,
êîëü ñêîðî èãðîê ñòîèò ïåðåä âûáîðîì â íåêîòîðîì èíôîðìàöè-
îííîì ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì áîëåå ÷åì èç îäíîé âåðøèíû, òî
åìó ïðèõîäèòñÿ äåëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
òîãî, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí ìîæåò îêàçàòüñÿ â òîé èëè èíîé
âåðøèíå. Åñëè èãðîê èìååò òàêîãî ðîäà îæèäàíèÿ, òî íà èõ îñ-
íîâå îí âûáèðàåò òó àëüòåðíàòèâó, êîòîðàÿ ìîæåò îáåñïå÷èòü
åìó íàèáîëüøèé îæèäàåìûé âûèãðûø. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâî-
äÿò ê ïîíÿòèþ совершенного байесовского равновесия.

Ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
êîìïîíåíò:

" íàáîð ñòðàòåãèé (s1,
 ..., sm) âñåõ èãðîêîâ;

" äëÿ êàæäîãî èãðîêà i — íàáîð îæèäàåìûõ èì ñòðàòåãèé
îñòàëüíûõ èãðîêîâ, se

–i;
" äëÿ êàæäîãî èãðîêà â êàæäîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñò-

âå, â êîòîðîì åìó ïðèíàäëåæèò õîä, — îæèäàåìîå èì ðàñïðåäå-
ëåíèå, çàäàííîå íà âåðøèíàõ ýòîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàííûé íàáîð ñòðàòåãèé è îæèäàíèé ñî-
ñòàâëÿë ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå, íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Îæèäàíèÿ ëþáîãî èãðîêà ñîãëàñîâàíû: îæèäàåìîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà âåðøèíàõ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî
èãðîêà i ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîé èãðîêîì ñòðàòåãèè (si) è òåì
ñòðàòåãèÿì, êîòîðûå, êàê îí îæèäàåò, âûáåðóò äðóãèå èãðîêè
(se

–i).
2) Âûáðàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îïòèìàëüíà ïðè

äàííûõ îæèäàíèÿõ, òî åñòü âûáîð â êàæäîì èíôîðìàöèîííîì
ìíîæåñòâå äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàå-
ìûé âûèãðûø â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîñëå ýòîãî èíôîðìàöèîí-
íîãî ìíîæåñòâà èãðà áóäåò èäòè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðîì ñòðàòå-
ãèé (si, s

e
–i).

3) Îæèäàåìûå ñòðàòåãèè  ñîâïàäàþò ñ ôàêòè÷åñêè âûáðàí-
íûìè ñòðàòåãèÿìè: se

–i = s
 
–i.

Ïåðâîå óñëîâèå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ïîÿñíåíèÿ. Ïîÿñíèì
ñíà÷àëà ýòî óñëîâèå äëÿ ñëó÷àÿ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðîãî èãðîêà i è èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì

ýòîìó èãðîêó ïðèíàäëåæèò õîä. Êàêèìè äîëæíû áûòü åãî îæè-
äàíèÿ â äàííîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàáîðó ñòðàòåãèé (si, s

e
–i) è âûõîäÿ-

ùàÿ èç íà÷àëüíîé âåðøèíû, ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç âåðøèí
äàííîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè èã-
ðîê ðàöèîíàëåí, òî îí äîëæåí îæèäàòü, ÷òî áóäåò íàõîäèòüñÿ
èìåííî â ýòîé âåðøèíå, êîëü ñêîðî èãðà äîñòèãíåò äàííîãî èí-
ôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà è åìó ïðèäåòñÿ äå-
ëàòü â íåì âûáîð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêóþ
èãðó, èçîáðàæåííóþ íà Ðèñ. 25. Åñëè âòîðîé èã-
ðîê îæèäàåò, ÷òî ïåðâûé èãðîê âûáåðåò ïðàâóþ
ñòðàòåãèþ, òî îí äîëæåí îæèäàòü òàêæå, ÷òî áó-
äåò íàõîäèòüñÿ â ïðàâîé âåðøèíå ñâîåãî èíôîð-
ìàöèîííîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
åñëè âòîðîé èãðîê áóäåò èñõîäèòü èç ñôîðìèðî-
âàííûõ òàêèì ñïîñîáîì îæèäàíèé, òî, âûáèðàÿ ñâîè äåéñòâèÿ
îïòèìàëüíûì îáðàçîì, îí ïîâòîðèò òó ôóíêöèþ îòêëèêà, êîòî-
ðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

Â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé îáùåãî âèäà ðàññóæäåíèÿ
äîëæíû áûòü ïîõîæèìè. Ñëåäóåò âû÷èñëèòü, ñ êàêîé âåðîÿòíî-
ñòüþ áóäåò äîñòèãàòüñÿ êàæäàÿ èç âåðøèí íåêîòîðîãî èíôîðìà-
öèîííîãî ìíîæåñòâà â ïðîöåññå èãðû, åñëè èãðà áóäåò ïðîèñõî-
äèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðîì ñòðàòåãèé (si, s

e
–i). Òîãäà îæèäàåìàÿ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåêîòîðîé âåð-
øèíå ðàññìàòðèâàåìîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ðàâíà âå-
ðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ ýòîé âåðøèíû äåëåííîé íà ñóììó âåðîÿò-
íîñòåé äîñòèæåíèÿ âåðøèí ðàññìàòðèâàåìîãî èíôîðìàöèîííîãî
ìíîæåñòâà. Óêàçàííàÿ ñóììà âåðîÿòíîñòåé åñòü ïðîñòî âåðîÿò-
íîñòü äîñòèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñò-
âà, åñëè èãðà áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðîì ñòðàòå-
ãèé (si, s

e
–i). Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü íå äîëæíà áûòü ðàâíà

íóëþ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîèçâåñòè äåëåíèå. (Åñëè æå âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà íóëþ, ò.å. äàííîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî íå
ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî, òî óêàçàííîå ïðàâèëî íå ïðèìåíèìî.)
Îïèñàííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóåò êëàñ-
ñè÷åñêîìó ïðàâèëó Áàéåñà äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâèëî Áàéåñà ïðèìåíèìî ê ñîáûòèÿì A è
Bj (j

 = 1, ..., m), òàêèì ÷òî:
(1) Bj (j

 = 1, ..., m) — íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ, ò.å.
 Bj + Bk = ∅ , ∀ j, k = 1, ..., m;

1-й

2-й
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(2) òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçîøëî îäíî èç ñîáûòèé Bj ãàðàí-
òèðóåò, ÷òî ïðîèçîøëî òàêæå ñîáûòèå A, ò.å.

 A ⊂  
m

,
j = 1

Bj
 .

Ïðè ýòîì âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Áàéåñà:

 P{Bj | A} = 
P{Bj }P{A | Bj}

$m 
k= 1P{Bk }P{A | Bk}

 = 
P{Bj }P{A | Bj}

P{A} .

Â ýòîé ôîðìóëå P{Bj} — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Bj, P{Bj | A} —
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Bj ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A,
P{A} — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, P{A | Bj} — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå Bj. Â çíàìåíàòåëå ïåðâîé
äðîáè ñòîèò ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ P{A}. ×òîáû ìîæ-
íî áûëî ïðèìåíèòü ïðàâèëî Áàéåñà, íóæíî ÷òîáû çíàìåíàòåëü íå
áûë ðàâåí íóëþ (P{A} ≠ 0).

Â ïðèìåíåíèè ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñîáûòèå Bj

  îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ èãðû ïðèâåë â îïðåäåëåí-
íóþ âåðøèíó, à ñîáûòèå — A, ÷òî ïðîöåññ èãðû ïðèâåë â äàííîå
èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî. Åñëè áðàòü òîëüêî òàêèå âåðøèíû,
êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì èíôîðìàöèîííîì ìíîæå-
ñòâå, òî P{A | Bj} = 1 è ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

P{Bj | A} = 
P{Bj }
P{A} ,

ãäå P{A} = $m 
k= 1P{Bk }.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå
èãðû, èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 26.
Åñëè 3-é èãðîê ñ÷èòàåò, ÷òî 1-é
èãðîê âûáèðàåò ëåâóþ ñòîðîíó ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.4, è ÷òî 2-é èãðîê
âûáèðàåò ëåâóþ è ïðàâóþ ñòîðîíó ñ
ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, òî îí
äîëæåí ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà '
áóäåò äîñòèãàòüñÿ â ïðîöåññå èãðû ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.4 ⋅ 0.5 = 0.2, à âåðøèíà ) — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6.
Òàêèì îáðàçîì, îí äîëæåí ñîïîñòàâèòü âåðøèíå ' âåðîÿòíîñòü

 0.2/(0.2 + 0.6) = 0.25,
à âåðøèíå ) — âåðîÿòíîñòü

 0.6/(0.2 + 0.6) = 0.75.
Ýòî òîëüêî îäíî èç òðåáîâàíèé. Äàæå åñëè ïðè íàáîðå ñòðà-

òåãèé (si, s
e
–i) ïðîöåññ èãðû íèêîãäà íå ìîæåò ïðèâåñòè â íåêîòî-

ðîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, îæèäàíèÿ èãðîêà â äàííîì èí-

ôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü (si, s
e
–i). Òàê â

èãðå èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 27 (à), ïðè óêàçàííûõ îæèäàíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèé
1-ãî è 2-ãî èãðîêîâ 3-é
èãðîê äîëæåí îæèäàòü,
÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ â
ëåâîé âåðøèíå ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0.1, à â ïðàâîé
âåðøèíå ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.9, õîòÿ âåðîÿòíîñòü
äîñòèæåíèÿ èíôîðìà-
öèîííîãî ìíîæåñòâà
ðàâíà íóëþ. Îãðàíè-
÷èìñÿ òîëüêî ýòèìè
ïîÿñíåíèÿìè è íå ñòàíåì äàâàòü áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî íå âñåãäà ìîæíî ïî äàííîìó íàáîðó ñòðàòåãèé ñôîð-
ìèðîâàòü îæèäàíèÿ. Íàïðèìåð, â èãðå èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 27
(á), ïðè óêàçàííûõ îæèäàíèÿõ î ñòðàòåãèè 1-ãî èãðîêà 2-é èãðîê
íå ìîæåò ñôîðìèðîâàòü îæèäàíèé â ñâîåì èíôîðìàöèîííîì
ìíîæåñòâå. Âòîðîé èãðîê ìîæåò ïîëó÷èòü õîä òîëüêî â ðåçóëüòà-
òå îøèáêè ïåðâîãî èãðîêà è òðóäíî ñóäèòü, êàêàÿ èç îøèáîê áî-
ëåå âåðîÿòíà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì òîëüêî òðåáîâàòü, ÷òîáû
ó èãðîêà áûëè íåêîòîðûå îæèäàíèÿ, è îí âûáèðàë ñòðàòåãèþ íà
îñíîâå ýòèõ îæèäàíèé.35

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñîâåðøåííîãî áàéåñîâñêîãî
ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ åãî ïîèñêà â îáùåì ñëó÷àå íå-
âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ èíäóêöèþ, êðîìå ñëó÷àÿ èãð ñ
ïî÷òè ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Åñëè â èãðå íåò ïîäûãð, òî
ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü êàê
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé: îæèäàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåð-
øèíàõ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàâíîâåñíûì íàáîðîì ñòðàòåãèé, à ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáè-
ðàåòñÿ êàæäûì èãðîêîì íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèé îá îæèäàåìûõ
ðàñïðåäåëåíèÿõ íà âåðøèíàõ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ.

                                          
35 Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ â òåîðèè èãð ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî

íàñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîíöåïöèé ðåøåíèé. Îäíàêî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ â
òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñïîðíûìè. Èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü, âëàäåþ-
ùèé àíãëèéñêèì ÿçûêîì, ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðà-
òóðå.

1-й

3-й

%

'

&
2-й

)

[0.4]
[0.6]

[0.5] [0.5]

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 26262626

1-й

2-й

3-й

1-й

2-й

а) б)
[0] [1]

[0.1] [0.9]

[1][0]
[0]

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 27272727



45

Äëÿ èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî áàéåñîâñêîãî
ðàâíîâåñèÿ ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ Èãðû 13 (ñòð. 42) ñ äâóìÿ
òèïàìè òåððîðèñòîâ, â êîòîðîé òåððîðèñò ïðåäâàðèòåëüíî ðåøà-
åò, õî÷åò ëè îí ïðîâîäèòü îïåðàöèþ. Åñëè îí íå ñòàíåò îñóùåñò-
âëÿòü çàäóìàííóþ àêöèþ, òî âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà âûèãðûø
òåððîðèñòà ñîñòàâèò 0, è âûèãðûø ïèëîòà ñîñòàâèò 0. Äåðåâî èã-
ðû ïîêàçàíî íà Ðèñ. 29. Êàê è ïðåæäå, ïåðâûé ýëåìåíò âåêòîðà
— âûèãðûø ïèëîòà. Ïîñêîëüêó âûáîð òåððîðèñòà â Íüþ-Éîðêå
ìîæíî ïðåäñêàçàòü îäíîçíà÷íî, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü «÷àñòè÷-
íî ñâåðíóòóþ» èãðó. Ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå äîëæ-
íî ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

1) âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ñóìàñøåäøèé òåððîðèñò ïðîâîäèò
îïåðàöèþ, µ1

 ∈  [0, 1];
2) âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé íîðìàëüíûé òåððîðèñò ïðîâîäèò

îïåðàöèþ, µ2
 ∈  [0, 1];

3) âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ïèëîò îæèäàåò âñòðåòèòü ñóìà-
ñøåäøåãî òåððîðèñòà, α ∈  [0, 1];

4) âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ïèëîò ëåòèò â Íüþ-Éîðê, µ3
 ∈  [0, 1].

Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âñå îñòàëüíûå
âåðîÿòíîñòè î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàññ÷èòûâàþòñÿ êàê ôóíêöèè
óêàçàííûõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîâåäåíèå ïèëîòà ïðè îæèäàíèÿõ, çà-
äàííûõ ïàðàìåòðîì α. Îæèäàåìûå âûèãðûøè ïèëîòà îò äâóõ
âîçìîæíûõ äåéñòâèé ðàâíû:

Êóáà: –1

Íüþ-
Éîðê:

α⋅(–100) + (1 – α)⋅1

Òàêèì îáðàçîì, åñëè –1 < α⋅(–100) + (1 – α)⋅1, ò.å. α < 2/101, òî
ïèëîò ïðåäïî÷òåò ïîëåòåòü â Íüþ-Éîðê (µ3

 = 1), åñëè α > 2/101, òî
íà Êóáó (µ3

 = 0), à â ñëó÷àå, êîãäà  α = 2/101, åìó âñå ðàâíî, êóäà
ëåòåòü (µ3 ëþáîå). Ò.å.  çàâèñèìîñòü ñòðàòåãèè îò îæèäàíèÿ èìååò
âèä:

 µ3(α) = 



   1,  åñëè α < 2/101, 

 [0, 1],  åñëè α = 2/101, 
   0,  åñëè α > 2/101.

Äàëåå ðàññìîòðèì, êàêèìè äîëæíû áûòü îæèäàíèÿ ïèëîòà,
α, â çàâèñèìîñòè îò âåðîÿòíîñòåé µ1 è µ2. Åñëè µ1

 ≠ 0 èëè µ2
 ≠ 0, òî

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Áàéåñà. Â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáûòèÿ ñëåäóþùèå: B1 — террорист сума-
сшедший, B2 — террорист нормальный, A — â ïðîöåññå èãðû ïèëîò
ïîëó÷èë õîä è äîëæåí âûáèðàòü, êóäà åìó ëåòåòü. (Проверьте, что
эти события удовлетворяют требованиям, необходимым для использования
правила Байеса). При этом, используя введенные обозначения,

 P{B1 } = π,    P{B2 } = 1 – π,    P{B1 | A} = α,

Пилот

Террорист

Нью-ЙоркКуба

взорвать
не взрывать



 –1 

 1 





 –100 

 0 



 1 

 –1 

Террорист

Нью-ЙоркКуба

взорвать
не взрывать





 –1 

 1 





 –100 

 –100 



 1 

 –1 
$

Природа

нормальныйсумасшедший

[π] [1–π] *
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Пилот

Нью-ЙоркКуба





 –1 

 1 



 –100 

 0 

Нью-ЙоркКуба





 –1 

 1 



 1 

 –1 

Природа

нормальныйсумасшедший
[π] [1–π]





 0 

 0 



 0 

 0 

[α] [1–α]

[µ2]

[µ3]

[µ1]

[µ3]
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 P{A | B1} = µ1,    P{A | B2} = µ2.
Получаем по формуле Байеса, что

 α(µ1, µ2) = π µ1

π µ1 + (1 – π) µ2

.

при µ1
 ≠ 0 èëè µ2

 ≠ 0. Åñëè µ1
 = 0 è µ2

 = 0, òî, ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó íà-
ìè îïðåäåëåíèþ áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ, îæèäàíèÿ ïèëîòà α
ìîãóò áûòü ëþáûìè: α(µ1, µ2) = [0, 1].

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûáîð êàæäîãî èç òèïîâ òåððîðèñòà. Åñëè
òåððîðèñò ñóìàñøåäøèé, òî åãî îæèäàåìûé âûèãðûø îò çàäó-
ìàííîé àêöèè ïðè ñòðàòåãèè ïèëîòà, çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ µ3,
ðàâåí

 (1 – µ3)⋅1 + µ3⋅0 = 1 – µ3.
Îí ñðàâíèâàåò ýòîò âûèãðûø ñ 0. Òàêèì îáðàçîì,

 µ1(µ3) = 


   1,  åñëè µ3

 < 1, 
 [0, 1],  åñëè µ3

 = 1.
Åñëè òåððîðèñò íîðìàëüíûé, òî åãî îæèäàåìûé âûèãðûø îò

çàäóìàííîé àêöèè ðàâåí 1 – 2µ3. Îí òîæå ñðàâíèâàåò ýòîò âûèã-
ðûø ñ 0, ò.å.

 µ2(µ3) = 



   1,  åñëè µ3

 < 1/2, 
 [0, 1],  åñëè µ3

 = 1/2,
 0,  åñëè µ3

 > 1/2.
Íàáîð âåðîÿòíîñòåé (µ1

∗ , µ2
∗ , µ3

∗ , α∗ ), çàäàåò ñîâåðøåííîå áàéå-
ñîâñêîå ðàâíîâåñèå, åñëè âûïîëíåíû ÷åòûðå óñëîâèÿ:

µ3
∗  ∈  µ3(α

∗ ), α∗  ∈  α(µ1
∗ , µ2

∗ ),
µ1

∗  ∈  µ1(µ3
∗ ), µ2

∗  ∈  µ2(µ3
∗ ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ñëåäóåò ðàçî-
áðàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Ïî-âèäèìîìó, ïðîùå âñåãî ïðîàíàëèçè-
ðîâàòü ïî îòäåëüíîñòè ñëåäóþùèå òðè âîçìîæíîñòè:

(1) íîðìàëüíûé òåððîðèñò íå проводит операцию (µ2 = 0);
(2) íîðìàëüíûé òåððîðèñò проводит операцию (µ2 = 1);
(3) ó íîðìàëüíîãî òåððîðèñòà íåâûðîæäåííàÿ ñìåøàííàÿ

ñòðàòåãèÿ (µ2
 ∈  (0, 1)).

(1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà µ2 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
ýòîì µ1 ≠ 0. Òîãäà ïèëîò íàâåðíÿêà áóäåò çíàòü, ÷òî îí ìîæåò
èìåòü äåëî òîëüêî ñ ñóìàñøåäøèì òåððîðèñòîì (α = 1). Çíàÿ ýòî,
ïèëîò âûáåðåò Êóáó (µ3 = 0). Íî â òàêîì ñëó÷àå íîðìàëüíîìó òåð-
ðîðèñòó òîæå âûãîäíî проводить операцию. Ìû ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ. Çíà÷èò, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñóìàñøåäøèé òåððîðèñò íå проводит операцию (µ1 = 0). Íî òàêîå
ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè îí çíàåò, ÷òî ïèëîò ïîëåòèò â Íüþ-Éîðê

(µ3
 = 1). Îäíàêî, òàêîå ïîâåäåíèå ïèëîòà âîçìîæíî òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí èìååò äåëî ñ ñóìàñøåäøèì
òåððîðèñòîì ìàëà (α ) 2/101).

Ìû íàøëè â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå îäíî èç ðàâíîâåñèé (òî÷-
íåå, ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé îïðåäåëåííîãî âèäà):

µ3
∗  = 1, α∗  ∈  [0,  2/101],

µ1
∗  = 0, µ2

∗  = 0.
Ýòî ðàâíîâåñèå ïîääåðæèâàåòñÿ óâåðåííîñòüþ ïèëîòà, ÷òî

âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ñ ñóìàñøåäøèì òåððîðèñòîì ìàëà. Çàìåòèì,
÷òî ýòè îæèäàíèÿ íè íà ÷åì íå îñíîâàíû, âåäü â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ðàâíîâåñèè ïèëîò íå ìîæåò ñôîðìèðîâàòü ñâîè îæèäàíèÿ íà
îñíîâå ïðàâèëà Áàéåñà.

(2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà µ2 = 1. Òàêîå ïîâåäåíèå
íîðìàëüíîãî òåððîðèñòà âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ïèëîò ñ äîñòà-
òî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëåòèò íà Êóáó, à èìåííî, åñëè
µ3

 ) 1/2. Ïðè òàêîé ñòðàòåãèè ïèëîòà ñóìàñøåäøåìó òåððîðèñòó
âûãîäíî проводить операцию (µ1 = 1). Íî åñëè îáà òåððîðèñòà прово-
дят операцию, òî äëÿ ïèëîòà âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ñóìàñøåäøåãî
òåððîðèñòà ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñ êîòîðîé òàêèå òåððîðè-
ñòû âñòðå÷àþòñÿ âîîáùå, ò.å. α = π. Ïèëîò ìîæåò âûáðàòü µ3

 ) 1/2
òîëüêî åñëè α # 2/101. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñèå ìîæåò äîñòè-
ãàòüñÿ òîëüêî ïðè π # 2/101. Ïðè π > 2/101, èìååì µ3

 = 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ñóìàñøåäøèå òåððîðèñòû âñòðå÷àþòñÿ íà ñâåòå äîñ-
òàòî÷íî ÷àñòî, ò.å. åñëè π > 2/101, òî â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå ìî-
æåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâíîâåñèå:

µ3
∗  = 0, α∗  = π,

µ1
∗  = 1, µ2

∗  = 1.
Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà π = 2/101, ïîëó÷àåì, ñëåäóþùåå

ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé:
µ1

∗  = 1, µ2
∗  = 1,

µ3
∗  ∈  [0,  1/2], α∗  = π = 2/101.

(3) È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íîðìàëüíûé òåð-
ðîðèñò èñïîëüçóåò íåâûðîæäåííóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ (µ2

 ∈  (0,
1)). Óñëîâèåì èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
îáå àëüòåðíàòèâû äàþò åìó îäèíàêîâóþ ïîëåçíîñòü, òî åñòü òî,
÷òî ïèëîò ëåòèò â Íüþ-Éîðê ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 (µ3

 = 1/2). Òàêàÿ
ñòðàòåãèÿ ïèëîòà ìîæåò ïîääåðæèâàòüñÿ òîëüêî îæèäàíèÿìè
α = 2/101. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóìàñøåäøåìó òåððîðèñòó âûãîäíî ó÷à-
ñòâîâàòü â àêöèè (µ1 = 1), èç ôîðìóëû Áàéåñà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:
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 α = 2
101 = π

π + (1 – π) µ2

.

Çíà÷èò, ïèëîò ìîæåò ñôîðìèðîâàòü òàêèå îæèäàíèÿ òîëüêî
åñëè

 µ2 = 
99π

2 (1 – π)
.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü µ2 äîëæíà áûòü ìåíüøå åäèíèöû, òî
âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ïðèðîäà ïîðîæäàåò ñóìàñøåäøèõ òåððî-
ðèñòîâ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ìàëà: π < 2/101.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè  π < 2/101  ñëåäóþùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñèåì:

µ3
∗  = 

1
2, α∗  = 

2
101,

µ1
∗  = 1, µ2

∗  = 
99π

2 (1 – π)
.

Ïîñêîëüêó ïðîàíàëèçèðîâàíû âñå òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ, òî
ìû íàøëè âñå âîçìîæíûå ðàâíîâåñèÿ èãðû.

ÇÀÄÀ×È

1. Íàéäèòå ñîâåðøåííûå áàéåñîâñêèå ðàâíîâåñèÿ â èãðå, èçî-
áðàæåííîé íà Ðèñ. 19.

2. «Êàðòî÷íûé áëåô»
Â íà÷àëå èãðû èãðîêè (A è B) âíîñÿò ïî 1 ä.å. Ïîñëå ýòîãî ñ

ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èãðîê A ïîëó÷àåò îäíó èç äâóõ âîçìîæíûõ
êàðò, «ñòàðøóþ» èëè «ìëàäøóþ». Äàëåå èãðîê ìîæåò A ïîâû-
ñèòü ñòàâêó, äîáàâèâ 2 ä.å. Åñëè îí ýòîãî íå ñäåëàåò, òî èãðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ è äåíüãè çàáèðàåò èãðîê B. Åñëè A ïîâûøàåò, òî
äåëàåò õîä èãðîê B. Îí ëèáî óðàâíèâàåò, äîáàâëÿÿ 2 д.е., либо ïà-
ñóåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå êàðòà îòêðûâàåòñÿ è äåíüãè çàáèðàåò èã-
ðîê A, åñëè êàðòà ñòàðøàÿ, è èãðîê B, åñëè êàðòà ìëàäøàÿ. Âî
âòîðîì ñëó÷àå äåíüãè çàáèðàåò èãðîê A.

Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîé èãðå íåò ñîâåðøåííîãî áàéåñîâñêîãî
ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Íàéäèòå ðàâíîâåñèå â ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèÿõ. Êàê ÷àñòî èãðîê A áóäåò áëåôîâàòü, ò.å. ïîâû-
øàòü, èìåÿ ìëàäøóþ êàðòó? Êàê ÷àñòî èãðîê B áóäåò óðàâíè-
âàòü?

6. Игры и Парето-оптимальность
Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì óêàæåì íà óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþ-

ùèå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèé íåêîòîðûõ èãð, ðàññìàòðè-
âàåìûõ â êíèãå.

Ïóñòü çàäàíà èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå:

 G = 〈I, {Xi}I , {ui}I 〉.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 13.
Èñõîä y ∈  X доминирует по Парето èñõîä x ∈  X (ÿâëÿåòñÿ Па-

рето-улучшением ïî ñðàâíåíèþ ñ x) , åñëè â íåì êàæäûé èãðîê
ïîëó÷àåò âûèãðûø íå ìåíüøå, ÷åì â èñõîäå x, à õîòÿ áû îäèí èç
èãðîêîâ ïîëó÷àåò âûèãðûø ñòðîãî áîëüøå, ÷åì â x, ò.å.

ui(yi) # ui(xi)    ∀  i ∈  I,
è

∃  j ∈  I:     uj(yi) > uj(xi).
Èñõîä x-  ∈  X íàçûâàåòñÿ Парето-оптимальным, åñëè íå ñóùå-

ñòâóåò äðóãîãî èñõîäà x( ∈  X, òàêîãî ÷òî îí äîìèíèðóåò x- ïî Ïà-
ðåòî.

Ìíîæåñòâî âñåõ Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ òî÷åê íàçûâàþò грани-
цей Парето.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ðåøåíèÿ (ðàâíîâåñèÿ) íå ÿâëÿþòñÿ â
îáùåì ñëó÷àå Ïàðåòî-îïòèìàëüíûìè, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçû-
âàåò ñëåäóþùàÿ èãðà.

Игра 14. «Èãðà Àóìàííà»36

Ïåðåä äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè èãðû ñòîèò ñëåäóþùèé âûáîð.
Êàæäûé ìîæåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îðãàíèçàòîð èãðû äàë ñòî
äîëëàðîâ äðóãîìó èãðîêó, ëèáî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îí äàë îäèí
äîëëàð åìó ñàìîìó. Ó÷àñòíèêè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äå-

                                          
36 Ýòà èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò èçâåñòíåéøåé èãðû «Äèëåììà

çàêëþ÷åííûõ». Ñþæåò «Äèëåììû çàêëþ÷åííûõ» ñëåäóþùèé. Äâóõ ÷å-
ëîâåê àðåñòîâàëè ïî ïîäîçðåíèþ â ñîâåðøåíèè íåêîòîðîãî ïðåñòóïëå-
íèÿ. Ñóäüÿ ïðåäëîæèë êàæäîìó ñëåäóþùóþ ñäåëêó. Åñëè îí ñîçíàåòñÿ
â ïðåñòóïëåíèè, à äðóãîé íåò, òî ñîçíàâøèéñÿ ïîëó÷àåò 1 ãîä íàêàçà-
íèÿ, à íå ñîçíàâøèéñÿ — 10 ëåò. Åñëè ñîçíàþòñÿ îáà, òî êàæäûé ïîëó-
÷èò ïî 7 ëåò. Çàêëþ÷åííûì òàêæå èçâåñòíî, ÷òî åñëè íèêòî èç íèõ íå
ñîçíàåòñÿ, òî îáà ïîëó÷àò ïî 3 ãîäà. (Öèôðû ó ðàçíûõ àâòîðîâ ðàçíûå.)
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ëàþò âûáîð, ïîñëå ÷åãî îðãàíèçàòîð èãðû èñïîëíÿåò èõ òðåáîâà-
íèÿ. !!!!

Èãðó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ìàòðèöû
(ñì. Òàáëèöó 21).

Â ýòîé èãðå ó êàæäîãî èãðîêà ñóùåñòâóåò ñòðîãî äîìèíè-
ðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ — ïîòðåáîâàòü 1 äîëëàð ñåáå. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé èñõîä ÿâëÿåòñÿ è ðàâíîâåñèåì â äîìèíèðóþùèõ ñòðàòåãèÿõ,
è ðàâíîâåñèåì Íýøà. Ïðèìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòîò èñ-
õîä ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íå Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì èñõîäîì.
Òàê, èñõîä, â êîòîðîì îáà èãðîêà òðåáóþò îòäàòü ñòî äîëëàðîâ
äðóãîìó ñòðîãî äîìèíèðóåò åãî ïî Ïàðåòî.

Ñîòðóäíè÷åñòâî â ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ
Ñèòóàöèè, àíàëîãè÷íûå òîé, êîòîðàÿ îïèñàíà â èãðå Àóìàí-

íà, ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ôèàñêî êîîðäèíàöèè. Îäíî èç îáúÿñíå-
íèé ýòîãî ôèàñêî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èãðå Àóìàííà èãðîêè
òîëüêî îäèí ðàç äîëæíû ñäåëàòü âûáîð. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà èãðà
ïîâòîðÿåòñÿ è èãðîêè, èãðàÿ â èãðó, «ïîìíÿò» âñþ âñå ïðèíÿòûå
èìè ðàíåå ðåøåíèÿ (ïðåäûñòîðèþ èãðû), ìåæäó íèìè âïîëíå
ìîæåò âîçíèêíóòü ñîòðóäíè÷åñòâî.

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòó äîãàäêó ôîðìàëüíî, ââåäåì ïî-
íÿòèå повторяющейся игры. Ïîä ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðîé ïîíèìà-
þò òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ èãðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ïîâòîðåíèåì íåêîòîðîé èñõîäíîé èãðû (íåâàæíî, ñòàòè÷å-
ñêîé èëè äèíàìè÷åñêîé). ×òîáû ïîëó÷èòü äåðåâî äâàæäû ïîâòî-
ðÿþùåéñÿ èãðû, ñëåäóåò ê êàæäîé êîíå÷íîé âåðøèíå èñõîäíîé
èãðû «ïðèêðåïèòü» äåðåâî èñõîäíîé èãðû. Ðèñ. 30 ïîêàçûâàåò
êàê ýòî ñäåëàòü íà ïðèìåðå èãðû Àóìàííà.

Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü äåðåâî n ðàç ïîâòîðÿþùåéñÿ
èãðû, ñëåäóåò ê êàæäîé êîíå÷íîé âåðøèíå n–1 ðàç ïîâòîðÿþ-

ùåéñÿ èãðû «ïðèêðåïèòü» äåðåâî èñõîäíîé èãðû. Êîíå÷íî, äëÿ
îïèñàíèÿ ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû íå îáÿçàòåëüíî çàäàâàòü âñå äåðå-
âî èãðû, äîñòàòî÷íî óêàçàòü èñõîäíóþ èãðó è ñêîëüêî ðàç îíà
ïîâòîðÿåòñÿ. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ èãð, â ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ
ïðèíÿòî ñîïîñòàâëÿòü âûèãðûøè íå òîëüêî êîíå÷íûì âåðøèíàì,
íî è òåì ïðîìåæóòî÷íûì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûì
âåðøèíàì èñõîäíîé èãðû. Îáùèé âûèãðûø ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèåì âûèãðûøåé â âåðøèíàõ, ëåæàùèõ íà òðàåêòîðèè
èãðû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè uij — âûèãðûø, ïîëó÷åííûé i-ì èã-
ðîêîì â ðåçóëüòàòå j-ãî ïîâòîðåíèÿ èãðû (íà j-ì «ðàóíäå»), òî
îáùèé âûèãðûø â n ðàç ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ñîñòàâèò

ui = 
n

$
j=1

uij.

×àñòî â ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ âûèãðûøè äèñêîíòèðóþò, ÷òî
îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èãðîêè áîëüøå ïðåäïî÷èòàþò ïîëó÷èòü
âûèãðûø ñåé÷àñ, à íå â áóäóùåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü
δij ∈ (0, 1) — äèñêîíòèðóþùèé ìíîæèòåëü i-ãî èãðîêà äëÿ j-ãî
ðàóíäà. Òîãäà îáùèé âûèãðûø ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå
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ui = 
n

$
j=1

(δij)
j–1
 

 uij.

Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî δij = δi, ò.å. äèñêîíòèðóþùèé
ìíîæèòåëü íå çàâèñèò îò ðàóíäà.

Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïîâòîðÿþùèåñÿ èãðû ÿâëÿþòñÿ ðàç-
íîâèäíîñòüþ èãð ñ ïî÷òè ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, ïîýòîìó
ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå â íèõ ìîæíî íàõîäèòü îá-
ðàòíîé èíäóêöèåé.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâòîðÿþùóþñÿ èãðó Àóìàííà. Èñïîëüçóÿ
îáðàòíóþ èíäóêöèþ, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ðàóíä èãðû. Çàìå-
òèì, ÷òî âñå, ÷òî ïðîèñõîäèëî â ïðåäûäóùèõ ðàóíäàõ, âëèÿåò
òîëüêî íà âûèãðûøè, íî íå íà ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé. Îäíàêî
âëèÿíèå íà âûèãðûøè ñâîäèòñÿ òîëüêî ê òîìó, ÷òî êî âñåì âû-
èãðûøàì äàííîãî ðàóíäà äîáàâëÿåòñÿ îäíà è òà æå êîíñòàíòà,
îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäûñòîðèåé èãðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå
ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âûèãðûøè ïðåäûäóùèõ ðàóí-
äîâ. Òåì ñàìûì, âñå ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó îäíîêðàòíî ïîâòîðåííîé
èãðû Àóìàííà, ðàâíîâåñèå êîòîðîé íàì èçâåñòíî: êàæäûé èãðîê
ïîïðîñèò 1 äîëëàð ñåáå.

Äàëåå ðàññìîòðèì èãðû ïðåäïîñëåäíåãî ðàóíäà, êîòîðûå ñòà-
íîâÿòñÿ èãðàìè ïîñëåäíåãî ðàóíäà â ðåäóöèðîâàííîé èãðå.
«Ñâåðòûâàíèå» ïîñëåäíåãî ðàóíäà äîáàâëÿåò ê âûèãðûøàì ïðåä-
ïîñëåäíåãî ðàóíäà îäíó è òó æå êîíñòàíòó (â íàøåì ñëó÷àå ýòî 1
äëÿ îáîèõ èãðîêîâ). Ïðåäûñòîðèÿ èãðû òîæå âëèÿåò òîëüêî òåì,
÷òî äîáàâëÿåò êîíñòàíòó ê âûèãðûøàì. Òàêèì îáðàçîì, îïÿòü ñ
òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ïîëó÷àåì èñõîäíóþ èãðó. Ïðîäîëæàÿ
ðåäóöèðîâàòü èãðó, ìû íà âñåõ ðàóíäàõ ïîëó÷èì îäíî è òî æå
ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ðàâíîâåñèåì èñõîäíîé èãðû. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé n ðàç
ïîâòîðåííîå ðàâíîâåñèå îáû÷íîé èãðû Àóìàííà. Äîãàäêà î âîç-
íèêíîâåíèè ñîòðóäíè÷åñòâà â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå â äàííîì ñëó-
÷àå íå ïîäòâåðæäàåòñÿ.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îáùóþ òåîðåìó äëÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ
èãð.

Теорема 7.
Ïóñòü â èãðå G ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé (è êîíå÷-
íûì ÷èñëîì õîäîâ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîâåðøåí-
íîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå. Òîãäà â ïîâòîðåííîé n ðàç
èãðå G, G

n
 ,ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå â ïî-

äûãðàõ ðàâíîâåñèå, ïðè÷åì ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè â èã-

ðå G
n
  ÿâëÿþòñÿ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé â

èãðå G.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçà-
òåëüñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì êîíñòðóèðóåòñÿ ïî ñõåìå, êîòîðóþ
ìû ïðèìåíèëè, àíàëèçèðóÿ ïîâòîðÿþùóþñÿ èãðó Àóìàííà.

Òî, ÷òî ãèïîòåçà î âîçíèêíîâåíèè ñîòðóäíè÷åñòâà íå ïîä-
òâåðæäàåòñÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èãðîêè çíàþò, ÷òî
èãðà çàêîí÷èòñÿ íà n-ì õîäó. È â ñàìîì äåëå, åñëè áû èãðà Àó-
ìàííà â ïîâòîðÿëàñü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî ñîòðóäíè÷åñòâî
ìåæäó èãðîêàìè ìîãëî áû èìåòü ìåñòî.

Ìû ðàíåå íå ââîäèëè â ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íûå èãðû, îä-
íàêî èõ îñíîâíûå ýëåìåíòû ìîæíî îïðåäåëèòü ïî àíàëîãèè ñ êî-
íå÷íûìè èãðàìè. Âûèãðûø â бесконечно повторяющейся игре
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå37

ui = 
∞

$
j=1

(δi)
j–1
 

 uij.

Â îòëè÷èå îò èãðû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîâòîðåíèé, â áåñêî-
íå÷íî ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå Àóìàííà âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
ñîòðóäíè÷åñòâà. Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèè ñëåäóþùåãî âèäà:

- Ñîòðóäíè÷àòü, åñëè íà ïðåäûäóùèõ õîäàõ äðóãîé èãðîê
ñîòðóäíè÷àë (â òîì ÷èñëå, â ïåðâîì ðàóíäå òîæå ñîòðóäíè-
÷àòü).
- Íå ñîòðóäíè÷àòü, åñëè õîòÿ áû íà îäíîì èç ïðåäûäóùèõ
ðàóíäîâ äðóãîé èãðîê âçÿë 1 äîëëàð ñåáå.

Òàêóþ ñòðàòåãèþ íàçûâàþò триггерной.
Åñëè äèñêîíòèðóþùèå ìíîæèòåëè δ1, δ2 äîñòàòî÷íî âûñîêè,

òî òàêèå ñòðàòåãèè áóäóò ñîñòàâëÿòü ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ
ðàâíîâåñèå.

Ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èãðîêó âûãîäíî ïðèäåðæè-
âàòüñÿ òðèããåðíîé ñòðàòåãèè, åñëè åãî ïàðòíåð òàêæå åå ïðèäåð-
æèâàåòñÿ.

Ïîñêîëüêó ïîñëå òîãî, êàê èãðîê âçÿë 1 äîëëàð ñåáå, åãî
ïàðòíåð âî âñåé äàëüíåéøåé èãðå áóäåò ïîñòóïàòü òàêèì æå îá-
ðàçîì, òî îòêàçàâøåìóñÿ îò ñîòðóäíè÷åñòâà èãðîêó áóäåò âûãîä-
íî áðàòü 1 äîëëàð ñåáå âî âñåé äàëüíåéøåé èãðå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè îòêàç îò ñîòðóäíè÷åñòâà ïðîèçîéäåò â k-ì ðàóíäå, òî èãðîê
íå ìîæåò ïîëó÷èòü áîëüøå, ÷åì

                                          
37 Ïîñêîëüêó δi ∈  (0, 1), òî ïðè îãðàíè÷åííîñòè âûèãðûøåé â èñõîäíîé

èãðå ðÿä ñõîäèòñÿ.
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k–1

$
j=1

(δi)
j–1
 ⋅100 + (δi)

k–1
 ⋅101 + 

∞

$
j=k+1

(δi)
j–1
 ⋅1.

Åñëè æå íå îäèí èç èãðîêîâ íå áóäåò îòêëîíÿòñÿ îò òðèããåð-
íîé ñòðàòåãèè, òî èõ âûèãðûøè ñîñòàâÿò

∞

$
j=1

(δi)
j–1
 ⋅100.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòêëîíÿòüñÿ áûëî íå âûãîäíî, äîëæíî
áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∞

$
j=1

(δi)
j–1
 ⋅100 # 

k–1

$
j=1

(δi)
j–1
 ⋅100 + (δi)

k–1
 ⋅101 + 

∞

$
j=k+1

(δi)
j–1
 ⋅1

èëè
∞

$
j=k+1

(δi)
j–1
 ⋅99 # (δi)

k–1
 ⋅1   ⇔   

99 δi

1–δi

 # 1   ⇔   99 δi # 1 – δi   ⇔   δi # 
1

100.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äèñêîíòèðóþùèå ìíîæèòåëè ìàëû, òî
áóäóùèå âûèãðûøè èìåþò ìàëîå çíà÷åíèå äëÿ èãðîêîâ è èì áó-
äåò âûãîäíî îòêëîíèòñÿ îò òðèããåðíûõ ñòðàòåãèé. Åñëè æå äèñ-
êîíòèðóþùèå ìíîæèòåëè äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî òðèããåðíûå
ñòðàòåãèè áóäóò ñîñòàâëÿòü ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì áóäåò èìåòü
ìåñòî ñîòðóäíè÷åñòâî.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ðàññìîòðåííîå ðàâíîâåñèå áó-
äåò íå åäèíñòâåííûì ñîâåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì â
áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå Àóìàííà. Íà ñàìîì äåëå â áåñ-
êîíå÷íî ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ðàâíîâåñèé
áåñêîíå÷íî ìíîãî. Â ÷àñòíîñòè, ñòðàòåãèè â êîòîðûõ íåçàâèñèìî
îò ïðåäûñòîðèè èãðîêè âñåãäà áåðóò 1 äîëëàð ñåáå òîæå ñîñòàâ-
ëÿþò ðàâíîâåñèå.

Ñóùåñòâóåò òåîðåìà (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îíà èçâåñò-
íà ïîä íàçâàíèåì Folk Theorem, ÷òî íà ðóññêèé ìîæíî ïåðåâåñòè
êàê «Íàðîäíàÿ òåîðåìà»), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â áåñêîíå÷íî ïî-
âòîðÿþùåéñÿ êîíå÷íîé ñòàòè÷åñêîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé
ëþáîé «ðàçóìíûé» âåêòîð âûèãðûøåé ìîæåò âîçíèêíóòü â íåêî-
òîðîì ñîâåðøåííîì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèè, åñëè äèñêîíòèðóþ-
ùèå ìíîæèòåëè äîñòàòî÷íî áëèçêè ê åäèíèöå. Ïîä ðàçóìíûì
âåêòîðîì âûèãðûøåé ìû ïîíèìàåì òàêîé âåêòîð âûèãðûøåé,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âûèãðûøåé èñõîäíîé
èãðû (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé 1 – δi, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî,
÷òîáû ñäåëàòü âûèãðûøè ñîïîñòàâèìûìè), è êðîìå òîãî, â íåì
êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí áûòü íå ìåíüøå íåêîòîðîé ïîðîãîâîé
âåëè÷èíû. Â ðàçíûõ âàðèàíòàõ òåîðåìû ïîðîãîâàÿ âåëè÷èíà ðàç-

íàÿ: ýòî ëèáî âûèãðûø â êàêîì-ëèáî ðàâíîâåñèè Íýøà èñõîäíîé
èãðû, ëèáî ìèíèìàêñíûé âûèãðûø.38

Ýòó òåîðåìó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî â áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå «ïî÷òè âñå âîçìîæ-
íî». Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â áåñêî-
íå÷íî ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ñîâåðøåííûõ â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèé
áûâàåò, êàê ïðàâèëî, «ñëèøêîì ìíîãî». Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ñíè-
æàåò öåííîñòü ïîëó÷åííîãî âûøå ðåçóëüòàòà î âîçíèêíîâåíèè
ñîòðóäíè÷åñòâà â èãðå Àóìàííà.

Èãðû òîðãà
Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì âàæíûé êëàññ èãð, ìîäåëèðóþùèõ

äîñòèæåíèå ñîãëàøåíèé ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè, —
òàê íàçûâàåìûå игры торга. Â òàêèõ èãðàõ â óñëîâèÿõ ïîëíîé
èíôîðìàöèè ðåøåíèÿ âñåãäà Ïàðåòî-îïòèìàëüíû.

Игра 15. «Òîðã»39

Äâà èãðîêà (A è B) äåëÿò ìåæäó ñîáîé íåêîòîðóþ ñóììó äå-
íåã (èëè ëþáîå áåñêîíå÷íî äåëèìîå áëàãî). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îáùåå êîëè÷åñòâî ðàâíî 1. Äåëåæ ìîæíî çàäàòü äîëåé, x ∈  [0, 1],
äîñòàþùåéñÿ èãðîêó A. Åñëè èãðîê A ïîëó÷àåò x, òî èãðîê B,
ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåò 1 – x. Òîðã ïðîèñõîäèò â íåñêîëüêî ðà-
óíäîâ. Íà êàæäîì ðàóíäå îäèí èç èãðîêîâ ïðåäëàãàåò äåëåæ xj,
ãäå j — íîìåð ðàóíäà. Äðóãîé èãðîê ìîæåò ëèáî îòêëîíèòü, ëèáî
ïðèíÿòü ýòîò äåëåæ. Åñëè äåëåæ ïðèíèìàåòñÿ, òî òîðã çàêàí÷è-
âàåòñÿ è èãðîêè ïîëó÷àþò ñâîè äîëè (xj, 1 – xj). Åñëè äåëåæ îò-
êëîíÿåòñÿ, òî íàñòàåò î÷åðåäü äðóãîãî èãðîêà ïðåäëîæèòü ñâîé
äåëåæ. Èãðîê A ïðåäëàãàåò äåëåæ â ðàóíäàõ ñ íå÷åòíûìè íîìå-
ðàìè, à èãðîê B — â ðàóíäàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè. Åñëè çà n ðà-
óíäîâ èãðîêè íå äîãîâîðÿòñÿ, òî èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ è êàæäûé
èãðîê ïîëó÷àåò 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè ïðåäïî÷èòàþò ïîëó÷èòü äåíüãè
êàê ìîæíî ðàíüøå, ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ñóììà äåíåã óìíîæàåòñÿ

                                          
38 Ñì. Friedman, J. (1971), "A Noncooperative Equilibrium for Super-

games," Review of Economic Studies, 28, 1-12. Fudenberg, D., and E.
Maskin (1986), "The Folk Theorem for Repeated Games with Discounting
and Incomplete Information," Econometrica, 54, 533-54.

39 Rubinstein, A. (1982), "Perfect Equilibrium in a Bargaining Model,"
Econometrica, 50, 97-109.
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íà äèñêîíòèðóþùèé ìíîæèòåëü, òî åñòü åñëè èãðîêè äîãîâîðÿòñÿ
íà j–ì ðàóíäå, òî èõ âûèãðûøè ñîñòàâÿò δj – 1

A xj è δj – 1
B

 (1 – xj) ñîîò-
âåòñòâåííî, ãäå δA, δB ∈  (0, 1) — äèñêîíòèðóþùèå ìíîæèòåëè. !!!!

Ðàññìîòðèì ýòó èãðó ïðè n = 3. Íà Ðèñ. 31 ïîêàçàíî äåðåâî
èãðû.

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòó èãðó, èñ-
ïîëüçóÿ îáðàòíóþ èíäóêöèþ. Â
ïîñëåäíåì ðàóíäå èãðîê B çàâåäî-
ìî ïðèìåò ïðåäëîæåíèå èãðîêà A,
åñëè δ 2

B
 (1 – x3) > 0, ò.å. åñëè x3 < 1.

Åñëè x3 = 1, òî èãðîêó B âñå ðàâíî,
ïðèíÿòü èëè îòêëîíèòü ïðåäëî-
æåíèå. Èãðîêó A âûãîäíî íàçâàòü
x3 êàê ìîæíî áî′ëüøèì. Çíà÷èò, â
ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè íå ìîæåò
áûòü x3 < 1, âåäü èãðîê A òîãäà ìîã
áû íåìíîãî óâåëè÷èòü x3, íå èçìå-
íèâ âûáîðà èãðîêà B, è óâåëè÷èë
áû ïðè ýòîì ñâîé âûèãðûø. Òà-
êèì îáðàçîì, â ðàâíîâåñèè x3 = 1.
×òîáû ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíî
áûëî ðàâíîâåñèå, èãðîê B äîëæåí
â ñâîåé ñòðàòåãèè áûòü «áëàãîæå-

ëàòåëüíûì» ïî îòíîøåíèþ ê A, òî åñòü ïðèíÿòü åãî ïðåäëîæå-
íèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èãðîê A ìîã áû ïðåäëîæèòü x3 ìåíüøå 1
è óâåëè÷èòü ïðè ýòîì ñâîé âûèãðûø.

Àíàëèç 3-ãî ðàóíäà ïîêàçûâàåò, ÷òî èãðîê A äîëæåí áóäåò
ïðåäëîæèòü x3 = 1, à èãðîê B äîëæåí áóäåò ïðèíÿòü ýòîò äåëåæ.
Ìû ìîæåì òåïåðü «ñâåðíóòü» èãðó, çàìåíèâ 3-é ðàóíä íà êîíå÷-
íûé óçåë ñ âûèãðûøàìè δ 2

A è 0.
Âî 2-ì ðàóíäå èãðîê A âûáè-

ðàåò ìåæäó δ 2
A (åñëè îòêëîíÿåò

ïðåäëîæåíèå) è δ 
A

 x2 (åñëè ïðèíè-
ìàåò). Òàêèì îáðàçîì, åñëè x2 > δ 

A,
òî îí ïðèìåò ïðåäëîæåííûé äå-
ëåæ, à åñëè x2 < δ 

A, òî îòêëîíèò.
Ïðè x2 = δ 

A èãðîêó A âñå ðàâíî,
êàêîé âûáîð ñäåëàòü. Èãðîê B
ïðåäïî÷òåò ïîëó÷èòü âûèãðûø δ 

B

(1 – x2), à íå 0, ïîýòîìó îí íå ñòàíåò ïðåäëàãàòü x2 < δ 
A. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû ëþáîé äåëåæ x2 > δ 
A íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì, ïîñêîëüêó

èãðîê B â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò óìåíüøèòü x2, íå ìåíÿÿ âûáîðà èã-
ðîêà A, è, òåì ñàìûì, óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø. Òàêèì îáðàçîì,
â ðàâíîâåñèè x2 = δ 

A. ×òîáû ýòîò âûáîð áûë ðàâíîâåñíûì, òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû â ðàâíîâåñèè èãðîê A ïðèíÿë äåëåæ x2 = δ 

A, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî îòêàç îò ýòîãî äåëåæà äîëæåí ïðèíåñòè åìó òàêîé æå
âûèãðûø.40

Îñòàåòñÿ òîðã, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ðàóíäà, â êîòîðîì èãðî-
êè ïîëó÷àò δ 2

A è δ 
B

 (1 – δ 
A), åñëè íå ïðèäóò ê ñîãëàøåíèþ. Ðàññó-

æäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî óæå
â ïåðâîì ðàóíäå èãðîêè ïðèäóò ê ñîãëàøåíèþ: èãðîê B ïðèìåò
äåëåæ x1 = 1 – δ 

B
 (1 – δ 

A), ïðåäëîæåííûé èãðîêîì A. Âûèãðûøè
ïðè ýòîì ñîñòàâÿò 1 – δ 

B
 (1 – δ 

A) è δ 
B

 (1 – δ 
A).

Î òîðãå â óñëîâèÿõ ïîëíîé èíôîðìàöèè ìîæíî ñäåëàòü äâà
çàìå÷àíèÿ:

1) Òîðã çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïåðâîì ðàóíäå.
2) Ðàâíîâåñíûé èñ-

õîä Ïàðåòî-îïòèìàëåí.

Ðèñ. 33 ïîêàçûâàåò
ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá íà-
õîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â
èãðå «Òîðã» ïðè n = 3.
Íà ýòîì ãðàôèêå âèäíî,
êàê èçìåíÿåòñÿ ãðàíèöà
Ïàðåòî îò ðàóíäà ê ðà-
óíäó, ñæèìàÿñü â ñòî-
ðîíó íà÷àëà êîîðäèíàò
èç-çà äèñêîíòèðîâàíèÿ.
Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ èçîáðàæåí
òîëñòîé êðèâîé, âûõî-
äÿùåé èç íà÷àëà êîîð-
äèíàò.
                                          

40 Ýòî äîâîëüíî åñòåñòâåííî, åñëè âçãëÿíóòü íà ñèòóàöèþ ñ òîé òî÷êè
çðåíèÿ, ÷òî èãðîê B âñåãäà ìîæåò ïðåäëîæèòü èãðîêó A äåëåæ x2 = δ 

A – ε,
ãäå ε — ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òåì ñàìûì ãàðàíòèðóÿ, ÷òî A ïðè-
ìåò äåëåæ. ×èñëî ε çäåñü ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì.
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ÇÀÄÀ×È

1. Ïîñòðîéòå ïî ñâîåìó èìåíè è ôàìèëèè èãðó, êàê ýòî îïè-
ñàíî â çàäà÷å 16 íà ñòð. 21. Íàéäèòå â ýòîé èãðå ãðàíèöó Ïàðåòî.
Åñòü ëè ñðåäè ðàâíîâåñèé Íýøà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå?

2. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå (èãðå, â êî-
òîðîé ñóììà âûèãðûøåé èãðîêîâ — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà) ëþáîé
èñõîä ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì.

3. Îáúÿñíèòå, â ÷åì ñîñòîèò àíàëîãèÿ ìåæäó àóêöèîíîì, â
êîòîðîì èãðîê ïëàòèò íàçâàííóþ èì öåíó, è èãðîé Àóìàííà (äè-
ëåììîé çàêëþ÷åííûõ). Ïðåäñòàâüòå àóêöèîí ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêà-
ìè êàê èãðó è ñðàâíèòå ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé Íýøà ñ ãðàíèöåé
Ïàðåòî.

4. Ðàññ÷èòàéòå îáùèå âûèãðûøè (â êàæäîé èç êîíå÷íûõ
âåðøèí) â ïîâòîðÿþùåéñÿ äâàæäû èãðå Àóìàííà, èçîáðàæåííîé
íà Ðèñ. 30, ñ÷èòàÿ, ÷òî äèñêîíòèðóþùèå ìíîæèòåëè îáîèõ èãðî-
êîâ ðàâíû 1/2.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äèñêîíòèðóþùèõ ìíîæèòåëåé ïàðà
ñòðàòåãèé ñëåäóþùåãî âèäà áóäåò ñîâåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâ-
íîâåñèåì â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå Àóìàííà: «Â ïåðâîì ðàóíäå ñî-
òðóäíè÷àòü. Â îñòàëüíûõ ðàóíäàõ ïîñòóïàòü òàê æå, êàê äðóãîé
èãðîê â ïðåäûäóùåì ðàóíäå»?41

6. Íàéäèòå ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå â áåñêîíå÷íî
ïðîäîëæàþùåìñÿ òîðãå.  Ðåøåíèå ìîæåò îïèðàòüñÿ íà òîò ôàêò,
÷òî ÷åðåç êàæäûå äâà ðàóíäà ïîäûãðà, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ òåêóùåé
âåðøèíû, ïîâòîðÿåò èñõîäíóþ èãðó ñ òî÷íîñòüþ äî äèñêîíòèðî-
âàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî èñêàòü ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâå-
ñèå. Íàéäèòå òàêîå ðàâíîâåñèå è ïîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèåì. Áóäåò ëè ýòî ðàâíîâåñèå
îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî?

                                          
41 Ïî-àíãëèéñêè ýòó ñòðàòåãèþ íàçûâàþò tit-for-tat, ÷òî ìîæåò îçíà-

÷àòü êàê «îêî çà îêî», òàê è «óñëóãà çà óñëóãó».
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КВАЗИЛИНЕЙНАЯ ЭКОНОМИКА И ЧАСТНОЕ
РАВНОВЕСИЕ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òåîðåòè÷åñêîå îñíîâàíèå ìîäå-
ëåé частного равновесия, òî åñòü òàêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå íà ðûíêå îäíîãî òîâàðà â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî öåíû âñåõ îñòàëüíûõ òîâàðîâ îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííû-
ìè.

Êàê èçâåñòíî, ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå êàæäîãî áëàãà â ìîäåëÿõ
îáùåãî ðàâíîâåñèÿ çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò öåí âñåõ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ áëàã. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü íå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü
ðûíêè áëàã ïî îòäåëüíîñòè, ïîñêîëüêó èçìåíåíèÿ íà îäíîì ðûí-
êå âëèÿþò íà ñèòóàöèþ íà äðóãèõ ðûíêàõ, ïðèâîäÿ ê ñäâèãó
êðèâûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà ýòèõ ðûíêàõ. Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèâîäèò ê ñäâèãàì êðèâûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà äàí-
íîì ðûíêå è ò.ä. Ïîýòîìó ÷àñòíûé ðàâíîâåñíûé àíàëèç îêàçûâà-
åòñÿ êîððåêòíûì òîëüêî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà óêàçàííûå çàâèñè-
ìîñòè îòñóòñòâóþò èëè êîãäà èìè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ êâàçèëèíåéíûõ ïðåä-
ïî÷òåíèé. Åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé êâàçèëèíåéíû, òî
ôóíêöèÿ ñïðîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì ïðåäïî÷òåíèÿì õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ýôôåêòà äîõîäà. Åñëè ê òîìó æå ïðåäïî÷-
òåíèÿ è òåõíîëîãèè ñåïàðàáåëüíû, òî ðûíêè îêàçûâàþòñÿ ïîëíî-
ñòüþ íåçàâèñèìûìè è ïðè èçìåíåíèÿõ íà îäíîì èç íèõ ñîñòîÿ-
íèÿ ïðî÷èõ ðûíêîâ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â äàííîì ðàçäåëå
íàì ïðåäñòîèò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñêàçàííîå.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ýêîíîìèêó ñ  l + 1 áëàãîì, m ïîòðåáèòåëÿìè  è n ïðîèç-
âîäèòåëÿìè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç I = {1, ..., m} ìíîæåñòâî ïî-
òðåáèòåëåé, à ÷åðåç J = {1, ..., n} ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ i-ãî ïîòðåáèòåëÿ îïèñûâà-
þòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè  ñëåäóþùåãî âèäà: ui(xi1,..., xil, zi) =
vi(xi1,..., xil) + zi. Ýòó ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ква-
зилинейной. Ïîñëåäíåå áëàãî áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äåíü-
ãè.42 Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ïðåäïî-

                                          
42 Òåì ñàìûì ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ íàìè ýêîíîìèêà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé áîëüøåé
ýêîíîìèêè, â êîòîðîé ýòè äåíüãè ìîæíî ïîòðàòèòü íà ïîêóïêó ïðîèçâî-
äÿùèõñÿ òàì òîâàðîâ.

ëàãàòü ÷òî âåëè÷èíà zi ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ.43 Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêè äîïóñòè-
ìûõ ïîòðåáèòåëüñêèõ íàáîðîâ ïîòðåáèòåëÿ i çàäàíî îãðàíè÷å-
íèÿìè xik # 0.

Êàæäûé ïîòðåáèòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ áþäæåòíûì îãðàíè÷å-
íèåì, ôîðìèðóåìûì åãî íà÷àëüíûìè çàïàñàìè è äîõîäàìè, ïî-
ëó÷àåìûìè îò âëàäåíèÿ ôèíàíñîâûìè àêòèâàìè. Ïóñòü êàæäûé
ïîòðåáèòåëü îáëàäàåò íà÷àëüíûìè çàïàñàìè òîëüêî (l+1)-ãî áëàãà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíûé çàïàñ ïîòðåáèòåëÿ i èìååò âèä (0, 0,
..., 0, ωi), ïðè÷åì ωi# 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïîòðåáèòåëü i∈ I
ïîëó÷àåò äîõîä îò âëàäåíèÿ àêòèâàìè  â âèäå äîëåé îò ïðèáûëè
ôèðì. ×èñëà γij # 0, i∈ I, j∈ J çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ íà ïîëó-
÷åíèå ïðèáûëè, ò.å. γij  îáîçíà÷àåò äîëþ ïîòðåáèòåëÿ i â ïðèáûëè
ôèðìû j.

Ïðîèçâîäèòåëè â ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû òåõíîëîãèÿìè âèäà
(y1,..., yl, –r), ãäå yk #0 äëÿ âñåõ k = 1, ..., l — îáúåìû âûïóñê ïåðâûõ l
áëàã, à  r # 0 — çàòðàòû ïîñëåäíåãî l + 1-ãî áëàãà íà ïðîèçâîäñòâà
ïåðâûõ l áëàã. Òàêèì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûì
çàòðà÷èâàåìûì áëàãîì â êàæäîì òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ÿâ-
ëÿåòñÿ (l+1)-îå áëàãî — äåíüãè.44 Â àíàëèçå óäîáíî îïèñûâàòü
òåõíîëîãèè ñ ïîìîùüþ функции издержек cj(y1,..., yl) (êîòîðàÿ êà-
æäîìó âåêòîðó îáúåìîâ ïåðâûõ l áëàã ñîïîñòàâëÿåò íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýòèõ îáúåìîâ çàòðàòû (l+1)-ãî áëàãà).  Äëÿ òîãî,
÷òîáû ôîðìàëüíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ôóíêöèè èçäåðæåê ñ òåõíîëî-
ãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ïðåäïðèÿòèÿ j (Zj), ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó:

 r → min 
 r

 (y1,..., yl, –r) ∈  Zj.
Ôóíêöèÿ cj(y) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âåêòîðó âûïóñêîâ y =

(y1,..., yl) çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è. Â ïðåäïîëîæåíèè çàìêíóòîñòè
òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,
åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå45. Â äàëü-

                                          
43 Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ââåäåíî äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà. Â äàëüíåéøåì

ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò íåîòðèöàòåëüíîñòü çíà÷å-
íèé zi â ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ.

44 Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ïåðâûõ l
áëàã çàòðà÷èâàþòñÿ â ïðîèçâîäñòâå, è äëÿ íèõ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ yj < 0;
ýòî íèêàê íå èçìåíèò âûâîäîâ.

45 Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå èñïîëüçóåìûõ äàëåå ýëåìåíòîâ òåîðèé ïî-
òðåáèòåëÿ è ïðîèçâîäèòåëÿ ÷èòàòåëè ìîãóò íàéòè â ñëåäóþùèõ èñòî÷-



54
íåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûïóñ-
êîâ y, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è, ñîâïàäàåò ñ "l

+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåð-
æåê cj(⋅) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå "l

+, ò.å. âñå íåîòðèöàòåëüíûå
âûïóñêè âîçìîæíû. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Zj ãà-
ðàíòèðóåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè cj(⋅).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê îäíîçíà÷íî îïèñûâàåò
òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàáîð (y, –r)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

r # cj(y),
y # 0,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòè-
ìûõ òåõíîëîãèé: (y, –r) ∈  Zj. Äëÿ ýòîãî ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî Zj óäîâëåòâîðÿëî
ñâîéñòâó ñâîáîäû ðàñõîäîâàíèÿ (ìîæíî «âûáðàñûâàòü» áëàãà):

 (y, –r) ∈  Zj       ⇒       (y′, –r′) ∈  Zj  ∀  (y′, –r′) ) (y, –r).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ýêîíîìèê. Â îäíîé èç íèõ

(ýêîíîìèêà .1 ) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëü íå ñòàëêèâàåòñÿ
ñ îãðàíè÷åíèåì òèïà zi # 0 (ìîæåò «áðàòü â äîëã» íåîãðàíè÷åííóþ
ñóììó äåíåã). Â äðóãîé ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ (ýêîíîìèêà
.2).

Ïîä äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè .1
ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ñîñòîÿíèå {(x1, z1), ..., (xm, zm), (y1, r1), ...,
(yn, rn)}, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

 

$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1, ..., l,

 

$
i∈ I

zi + 
 

$
j∈ J

rj ) 
 

$
i∈ I

ωi,

rj # cj(yj),   j ∈  J,
xi # 0,   i ∈  I,        yj # 0,   j ∈  J.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì êâàçèëèíåéíîé
ýêîíîìèêè .2  ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ñîñòîÿíèå {(x1, z1), ..., (xm,
zm), (y1, r1), ..., (yn, rn)}, ÷òî âûïîëíåíû âñå âûøåïðèâåäåííûå óñ-
ëîâèÿ, è, êðîìå òîãî, zi # 0, i ∈  I.

                                                                                        
íèêàõ: Mas-Colell A., Whinston M., Green J. Microeconomic Theory Ox-
ford University Press, 1995; Varian H. Microeconomic Analysis, 3rd ed.,
Norton, 1992; Áóñûãèí Â.Ï., Æåëîáîäüêî Å.Â., Öûïëàêîâ À.À. Ëåêöèè
ïî ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, Íîâîñèáèðñê, 1998.

1. Характеристика Парето-
оптимальных состояний в
квазилинейных экономиках

Êâàçèëèíåéíîñòüþ ïðåäïî÷òåíèé ïîòðåáèòåëåé îáúÿñíÿåòñÿ
ðÿä îñîáûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ýêîíîìèêè. Â ÷àñòíîñòè,
àíàëèçèðîâàòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèëèíåéíîé
ýêîíîìèêå ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj) → max
 

$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1,...,l, (/)

xi # 0,   i ∈  I,
yj # 0,   j ∈  J.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 8.
1) Ïóñòü
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .1. Òîãäà íàáîð
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
2) Îáðàòíî, ïóñòü
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå (z-1, ..., z-m, r-1, ..., r-n), ÷òî
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå,
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n,r- n)}

ïðè ëþáîì i0 ∈  I ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

 v
 
i0
(x

 
i0
) + z

 
i0
 → max

vi(xi) + zi # vi(x- i) + z-i
 , i ≠ i0
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$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1, ..., l,

 

$
i∈ I

zi + 
 

$
j∈ J

rj ) 
 

$
i∈ I

ωi,

rj # cj(yj),   j ∈  J,
xi # 0,   i ∈  I,      yj # 0,   j ∈  J.

Êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, â ýòîé çàäà÷è ïåðâîå, òðåòüå è ÷åò-
âåðòîå íåðàâåíñòâà ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà, íå èçìåíÿÿ
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è. Âûðàæàÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ zi è rj è
èñêëþ÷àÿ èõ èç îñòàâøèõñÿ íåðàâåíñòâ, âèäèì, ÷òî äàííàÿ çàäà-
÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (/).

2) Ïóñòü òåïåðü (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(/). Ìû ìîæåì âçÿòü r-j = cj(y- j) ∀ j. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå z-j,
òàêèå ÷òî èõ ñóììà ðàâíà

 

$
i∈ I

z-i = 
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

r-j. (()

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñîñòîÿíèå
S-  = {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)}

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì ýêîíîìèêè .1. Äîêàæåì, ÷òî
îíî Ïàðåòî-îïòèìàëüíî. Ïóñòü ýòî íå òàê, è ñóùåñòâóåò äðóãîå
äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè .1,

 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},
òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ ïîòðåáèòåëåé (i ∈  I)

vi(x(i) + z(i # vi(x- i) + z-i
 ,

è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïîòðåáèòåëü i0, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî

 v
 
i0
(x(

 
i0
) + z(

 
i0
 > v

 
i0
(x-

 
i0
) + z-

 
i0
.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
 

$
i∈ I

vi(x(i) + 
 

$
i∈ I

z(i > 
 

$
i∈ I

vi(x- i) + 
 

$
i∈ I

z-i
 . ((()

Ïîñêîëüêó S( — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå, òî
 

$
i∈ I

z(i + 
 

$
j∈ J

r(j ) 
 

$
i∈ I

ωi

è
r(j # cj(y(j),   j ∈  J,

îòêóäà
 

$
i∈ I

z(i ) 
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

cj(y(j). (((()

Ñêëàäûâàÿ ((), ((() è ((((), ïîëó÷àåì

 

$
i∈ I

vi(x(i) – 
 

$
j∈ J

cj(y(j) > 
 

$
i∈ I

vi(x- i) – 
 

$
j∈ J

cj(y- j).

Ïîñêîëüêó (x(1, ..., x(m, y(1, ..., y(n) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å

(/), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèÿ S( ïðîòèâîðå-
÷èò îïòèìàëüíîñòè (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)  â çàäà÷å (/).  &

Â ñëó÷àå ýêîíîìèêè .2 ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ
ýêîíîìèêè .2 â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíà (ñì. íèæåïðèâåäåííûé
ïðèìåð).  Âòîðàÿ ÷àñòü âåðíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-
íèè î òîì, ÷òî ñîâîêóïíûå íà÷àëüíûå çàïàñû äîñòàòî÷íî âåëèêè.

Êàê âèäíî èç âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû, çàäà÷à ïîèñêà Ïà-
ðåòî-îïòèìóìà äëÿ ýêîíîìèêè .1 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (/). Â òî
æå âðåìÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ýêîíîìèêè .2
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé äëÿ
ýêîíîìèêè .1. Ïîýòîìó íå èñêëþ÷åíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé Ïàðå-
òî-îïòèìóì ýêîíîìèêè .2 íå ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìóìîì ýêîíî-
ìèêè .1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (/).

Íåñëîæíî ïðèäóìàòü ïðèìåð ýêîíîìèêè .2 è Ïàðåòî-
îïòèìóìà ýòîé ýêîíîìèêè, òàê ÷òîáû â ýòîì Ïàðåòî-îïòèìóìå
îãðàíè÷åíèå zi # 0 îêàçàëîñü ñóùåñòâåííûì äëÿ îäíîãî èç ïîòðå-
áèòåëåé, è ïðè ñíÿòèè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî áûëî áû óâåëè-
÷èòü ïîëåçíîñòü îäíîãî èç ïîòðåáèòåëåé, íå óìåíüøàÿ ïîëåçíîñòü
îñòàëüíûõ. ×èòàòåëü ìîæåò ñêîíñòðóèðîâàòü òàêîé ïðèìåð ñàìî-
ñòîÿòåëüíî.

Íî äàæå åñëè â Ïàðåòî-îïòèìóìå ýêîíîìèêè .2 âñå îãðàíè-
÷åíèÿ zi # 0 âûïîëíÿþòñÿ êàê ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, ñíÿòèå äàí-
íûõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò ïîçâîëèòü îñóùåñòâèòü Ïàðåòî-
óëó÷øåíèå. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.
Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì (m = 1), îäíèì

ïðîèçâîäèòåëåì (n = 1) è äâóìÿ áëàãàìè (l + 1 = 2). Äëÿ óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé èíäåêñû áóäåì îïóñêàòü. Ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ
çàäàíû ôóíêöèåé v(x) = 5x3 – 9x2 + 6.9x, à òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî ôèðìû — ôóíêöèåé èçäåðæåê c(x) = x4. Îáå ôóíêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ âîçðàñòàþùèìè ïðè x # 0, ïîýòîìó y = x,  r = c(x) è z + r = ω,
òàê ÷òî ïîèñê Ïàðåòî-îïòèìóìà ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ôóíê-
öèè

 v(x) – c(x)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ x # 0 è c(x) ) ω. Çäåñü îãðàíè÷åíèå c(x) ) ω ñî-
îòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ z # 0. Ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå îã-
ðàíè÷åíèå â âèäå x ) c

–1
 (ω).

Ïóñòü ω = 1, ïðè ýòîì c
–1
 (ω) = 1. Êàê âèäíî íà Ðèñ. 34 ôóíê-

öèÿ v(x) – c(x) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà: x1 ≈ 0.83473 è x2 ≈
1.6988. Òîëüêî âòîðîé èç ýòèõ ìàêñèìóìîâ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì.
Ïàðåòî-îïòèìóì ýêîíîìèêè .2 äîñòèãàåòñÿ ïðè x = x1, ïîñêîëüêó
ìàêñèìèçàöèÿ èäåò íà îòðåçêå [0, 1]. Â òî æå âðåìÿ Ïàðåòî-
îïòèìóì ýêîíîìèêè .1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (/)
äîñòèãàåòñÿ ïðè x = x2.    !!!!

Â ýòîì ïðèìåðå êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíê-
öèÿ v(⋅) íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé. Ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ïîäîáíûé
ïðèìåð èíà÷å: òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(⋅) áûëà âîãíóòîé, íî ôóíê-
öèÿ èçäåðæåê íå áûëà âûïóêëîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà àíàëîãà ïåðâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåé òåîðåìû â «âûïóê-
ëîé» ýêîíîìèêå .2 ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ôóíêöèè vi(⋅⋅⋅⋅)
áûëè âîãíóòûìè, à ôóíêöèè cj(yj) — âûïóêëûìè. Àíàëîãîì ýòîé
òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ýêîíîìèêè .2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 9.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè vi(⋅) âîãíóòû, à ôóíêöèè
èçäåðæåê cj(⋅) âûïóêëû, è ïóñòü

 S-  = {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .2, ïðè÷åì z-i > 0 ∀ i. Òîãäà íàáîð
 (x- 1, ..., x-m, y-1, ..., y-n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
2)  Îáðàòíî, ïóñòü
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/), ïðè÷åì

  
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

cj(y- j) # 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå (z-1, ..., z-m, r-1, ..., r-n), ÷òî
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå: åñëè S-  — Ïàðåòî-îïòèìóì â ýêîíîìèêå .2, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-
îïòèìóìîì â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêîíîìèêå .1. Åñëè ýòî óòâåðæäå-
íèå âåðíî, òî äîêàçûâàåìîå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì
ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Äîêàæåì ýòî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêîíîìèêå .1 ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå
ñîñòîÿíèå

 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

êîòîðîå äîìèíèðóåò ïî Ïàðåòî ñîñòîÿíèå S- .
Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé:
 S(α) = αS-  + (1 – α)S(,  α ∈ [0, 1] .
Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå α > 0, òàêîå ÷òî S(α) ÿâëÿåòñÿ

äîïóñòèìûì â ýêîíîìèêå .2. Îäíàêî ïðè α > 0 ñîñòîÿíèå S(α)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ïàðåòî-óëó÷øåíèå â ýêîíîìèêå .2 ïî ñðàâíå-
íèþ ñ S- , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

2) Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.  &

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì â ñëó÷àå êâà-
çèëèíåéíîé ýêîíîìèêè èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó (/) äëÿ àíàëèçà Ïà-
ðåòî-îïòèìàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Òàê êàê â äîñòàòî÷íî øèðîêîì
êëàññå ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (/) îïèñûâàþò Ïàðåòî-ãðàíèöó,
òî öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (/) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøå-
íèÿ âîïðîñà î ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿ-
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íèÿ ê Ïàðåòî-ãðàíèöå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèþ

 W(x, y) = 
 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj)

â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ.Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ïóñòü
 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

S0  = {(x0 1, z01), ..., (x0m, z0m), (y0 1, r01), ..., (y0n, r0n)} —
äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè .1 (.2 ). Òîãäà âûïîëíåíî ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 10.
1) Åñëè êàæäûé èç ïîòðåáèòåëåé â ñîñòîÿíèè S( èìååò

íå ìåíüøóþ ïîëåçíîñòü, ÷åì â ñîñòîÿíèè S0, ò.å.
 vi(x(i) + z(i # vi(x0 i) + z0i ∀ i,
è

 
 

$
i∈ I

z0i + 
 

$
j∈ J

cj(y0 j) = 
 

$
i∈ I

ωi ,46

òî
 W(x(, y() # W(x0 , y0),
ïðè÷åì åñëè ñóùåñòâóåò ïîòðåáèòåëü i0, òàêîé ÷òî
 v

 
i0
(x(

 
i0
) + z(

 
i0
 > v

 
i0
(x0

 
i0
) + z0

 
i0

(ò.å. ñîñòîÿíèå S( äîìèíèðóåò S0 ïî Ïàðåòî), òî
 W(x(, y() > W(x0 , y0).
2) Äëÿ ýêîíîìèêè .1 âûïîëíåíî è îáðàòíîå: åñëè W(x(,

y() > W(x0 , y0), è

 
 

$
i∈ I

z(i + 
 

$
j∈ J

cj(y(j) = 
 

$
i∈ I

ωi ,

òî ñóùåñòâóþò z(i è r(j òàêèå, ÷òî ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè
 {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ïðè÷åì
  vi(x(i) + z(i > vi(x0 i) + z0i ∀ i.

                                          
46 Ýòî óñëîâèå áóäåò, íàïðèìåð, âûïîëíåíî â ðàâíîâåñèè, òàêîì ÷òî x0 i

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ, à y0 j ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè íåîòðèöàòåëüíîñòè öåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Ïåðâàÿ ÷àñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîå
Ïàðåòî-óëó÷øåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì èíäèêàòîðà W(⋅).
Ñìûñë âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî åñëè W(x(, y() > W(x0 , y0), òî ìîæíî â ñîñòîÿíèè S( ïðîèçâåñòè
òàêèå òðàíñôåðòû (ïåðåðàñïðåäåëèòü äåíüãè), ÷òî íîâîå ñîñòîÿ-
íèå áóäåò ñòðîãî äîìèíèðîâàòü ñîñòîÿíèå S0 ïî Ïàðåòî. Çàìåòèì,
÷òî íåêîòîðûå zi  ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû.

Â Ïàðåòî-îïòèìóìå êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè èíäèêàòîð
áëàãîñîñòîÿíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ïóñòü W-  — ýòî ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå. Ñðàâíåíèå óðîâíåé áëàãîñîñòîÿíèÿ â àíàëèçè-
ðóåìîì ñîñòîÿíèè è â èäåàëüíîé ñèòóàöèè ïîçâîëÿþò êîëè÷åñò-
âåííî îöåíèòü ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ. Ðàçíîñòü ìåæäó W-  è
óðîâíåì èíäèêàòîðà W(S) â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè S íàçûâàåòñÿ
чистыми потерями благосостояния:

 DL = W- – W(S).

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâå Òåîðåìû 8 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå
îïèñàíèå ãðàíèöû Ïàðåòî ýêîíîìèêè .1:

Теорема 11.
Ñîñòîÿíèå {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)}

ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì ñîñòîÿíèåì â êâàçèëè-
íåéíîé ýêîíîìèêå .1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/),
r-j = cj(y- j)

è

 
 

$
i∈ I

z-i =
 

$
i∈ I

ωi – cj(y- j).

Äîêàçàòåëüñòâî.
 Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.  &

Â ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèè vi(⋅) ñòðîãî âîãíóòû, à ôóíêöèè
cj(⋅) âûïóêëû, ðåøåíèå çàäà÷è (/) åäèíñòâåííî, ïîýòîìó äâà Ïà-



58
ðåòî-îïòèìàëüíûõ ñîñòîÿíèÿ â ýêîíîìèêå .1 (â ýêîíîìèêå .2,
åñëè z(i  è z0i  ïîëîæèòåëüíû)

{(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

{(x0 1, z01), ..., (x0m, z0m), (y0 1, r01), ..., (y0n, r0n)},  —
ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü îáúåìàìè ïîòðåáëåíèÿ (l+1)-ãî áëàãà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, x(i = x0 i  ∀  i ∈  I è y(j = y0 j  ∀  j ∈  J.

Ïîýòîìó, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü â ñëó÷àå ýêîíîìèêè .1 ãðà-
íèöà Ïàðåòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü âèäà (÷èòàòåëþ
ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ýòîò ðåçóëüòàò ñàìîñòîÿòåëüíî)

 
 

$
i∈ I

ui = const.

Â ýêîíîìèêå .2 ãðàíèöà Ïàðåòî ìîæåò «çàãèáàòüñÿ» èç-çà òî-
ãî, ÷òî íåêîòîðûå èç îãðàíè÷åíèé zi # 0 ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííû-
ìè, ÷òî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.
Íà Ðèñ. 36. èçîáðàæåíà Ïàðåòî-ãðàíèöà â ýêîíîìèêå òèïà .2

ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: 2 áëàãà (l + 1 = 2), 2 ïîòðåáèòåëÿ, ñ
ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè

 u1 = 2 x1 + z1    è    u2 = 4 x2 + z2,
è îäèí ïðîèçâîäèòåëü ñ ôóíêöèåé èçäåðæåê
 c(y) = y.
Íà÷àëüíûå çàïàñû 2-ãî áëàãà ðàâíû 10.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (/) äàåò x1 = 1 è x2

= 4. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò òî÷êè ãðàíèöû Ïàðåòî òîëüêî
ïðè u1 ∈  [2, 7]. Ïàðåòî-ãðàíèöà ïðè ýòîì èìååò âèä

 u2 = 15 – u1.
Ïðè u1 ∈  [0, 2] Ïàðåòî-ãðàíèöà èìååò âèä

 u2 = 14 – 
u1

2

4 .

Ïðè u1 ∈  [7, 11] Ïàðåòî-ãðàíèöà èìååò âèä
 u2 = 4 11 – u1 .
   !!!!

Â ñëó÷àå äâóõ áëàã ìîæíî ïðèâåñòè ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðà-
öèþ Ïàðåòî ãðàíèöû ýêîíîìèêè òèïà .2 íà îñíîâå äèàãðàììû
Ýäæâîðòà (ñì. Ðèñ. 35). Æèðíàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðà-
íèöó Ïàðåòî.

2. Характеристика поведения
потребителей в квазилинейных
экономиках

Â äàëüíåéøåì ñðàâíèâàþòñÿ ïîòðåáèòåëüñêèå íàáîðû, êîòî-
ðûå  îêàçûâàþòñÿ ðûíî÷íûìè ðàâíîâåñèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ îð-

ω
c(y)

y

x2

x1

z2

z1
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ãàíèçàöèÿõ ðûíêîâ (ñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ, ìîíîïîëèÿ, îëè-
ãîïîëèÿ è ò.ä.). Ïðè ýòîì âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëè
ðàññìàòðèâàþò ðûíî÷íûå öåíû êàê äàííûå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
îïðåäåëÿÿ ïðåäïî÷èòàåìûé ïîòðåáèòåëüñêèé íàáîð (xi, zi)  ïðè
ðûíî÷íûõ öåíàõ áëàã (p, 1), ïîòðåáèòåëü â ýêîíîìèêå .1 ðåøàåò
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

vi(xi1,..., xil) + zi → max
pxi + zi ) βi(p) ( 11(p) )
xik # 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à â ýêîíîìèêå .2 âêëþ÷àåò äîïîëíè-
òåëüíîå îãðàíè÷åíèå zi # 0. (Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó çàäà÷ó ÷åðåç
12(p) )

Çäåñü ÷åðåç βi(p) îáîçíà÷åí äîõîä ïîòðåáèòåëÿ ïðè äàííûõ
öåíàõ:

 βi(p) = ωi + 
 

$
j∈ J

γijπj(p),

ãäå πj(p) = pyj – cj(yj) — ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ j ïðè öåíàõ (p, 1).
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå îï-

òèìàëüíûé âûáîð ïîòðåáèòåëÿ.

 Теорема 12.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (xi, zi) — ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòå-
ëÿ 11(p). Òîãäà xi  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

vi(xi1,..., xil) – pxi → max
 xik # 0. (+)
È îáðàòíî, ïóñòü x% i – ðåøåíèå çàäà÷è  (+), òîãäà ñóùåñò-
âóåò òàêîå z%i, ÷òî  (x% i, z%i) – ðåøåíèå çàäà÷è 11(p).    

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ íà ïåðâûå l áëàã íå çàâè-
ñèò îò åãî äîõîäà. Àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà âåðåí è â ñëó÷àå çàäà-
÷è 12(p), êîãäà äîïóñòèìûå ïîòðåáèòåëüñêèå íàáîðû  óäîâëåòâî-
ðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ zi# 0, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

 Теорема 13.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî  vi(⋅) — âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, à (xi,zi),
— ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ 12(p) (ñîîòâåòñòâóþùåé

ýêîíîìèêå  .2), òàêîå ÷òî zi > 0. Òîãäà xi ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

vi(xi1,..., xil) – pxi → max
 xik # 0 ∀ k (,)
È îáðàòíî, ïóñòü x% i – ðåøåíèå çàäà÷è  (,) è px% i ) βi(p),

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå z%i # 0, ÷òî  (x% i, z%i) — ðåøåíèå çà-
äà÷è 12(p).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
&

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî vi(⋅) — íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âûáîðà ïîòðåáèòåëÿ  11(p) (èëè 12(p) ïðè zi > 0) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

 ∇ vi(x%i) ) p,
ïðè÷åì åñëè x%ik > 0, òî

 
∂vi(x%i)

∂xik

 = pk
 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ âíóòðåííåå
(x%i > 2) è, êðîìå òîãî, zi > 0 â ñëó÷àå çàäà÷è 12(p)), òî

 ∇ vi(x%i) = p.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàäèåíò ôóíêöèè vi(⋅), âû÷èñëåííûé äëÿ íà-
áîðà áëàã, ñîâïàäàþùåãî ñ ðûíî÷íûì ñïðîñîì ïîòðåáèòåëÿ, ðàâåí
âåêòîðó ðûíî÷íûõ öåí ýòèõ áëàã. Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò
ôóíêöèè vi(⋅) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ ôóíêöèþ ñïðîñà pi(xi)
i-ãî ïîòðåáèòåëÿ — âåêòîð öåí ïåðâûõ l áëàã, ïðè êîòîðîì ïîòðå-
áèòåëü ïðåäúÿâëÿåò ñïðîñ èìåííî íà ýòîò íàáîð áëàã.

Â êëàññå êâàçèëèíåéíûõ ýêîíîìèê âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëó-
÷àé êîãäà ïðåäïî÷òåíèÿ âñåõ ïîòðåáèòåëåé, ïîìèìî ñâîéñòâà
êâàçèëèíåéíîñòè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñåïàðàáåëüíîñòè, ò.å.
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè òàêèõ ïîòðåáèòåëåé ïðåäñòàâèìû â âèäå

 ui(xi1,..., xil, zi) =  vi(xi1,..., xil) + zi = 
 

$
k

vik(xik) + zi.

Åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè i-ãî ïîòðåáèòåëÿ èìååò òàêîé âèä,
òî çàäà÷ó ïîòðåáèòåëÿ 11(p) ìîæíî ðàçëîæèòü íà l çàäà÷ — ïî
îäíîé íà êàæäîå áëàãî êðîìå (l+1)-ãî:

vi(xi1,..., xil) – pkxik → max
 xik # 0  ∀ k (11k(pk))
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 Теорема 14.
Åñëè x% i — ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ 11(p), òî x%ik —
ðåøåíèå çàäà÷è 11k(pk). Îáðàòíî, åñëè x%ik — ðåøåíèå çà-
äà÷è 11k(pk) ïðè k = 1, ..., l, òî x% i = (x%i1, ..., x%il) — ðåøåíèå
çàäà÷è 11(p) ïðè p = (p1, ..., pl).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà íà k-å áëàãî
çàâèñèò òîëüêî îò öåíû íà ýòî áëàãî, ò.å. èìååò âèä xik(pk).

Â ýòîì ñëó÷àå (ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè) íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïîòðåáèòåëüñêîãî íàáîðà (x%i, z%i) (êàê â
ñëó÷àå ýêîíîìèêè .1, òàê è â ñëó÷àå .2 ïðè zi > 0) èìååò âèä:

 
∂vik(x%ik)

∂xik

 ) pk,

ïðè÷åì åñëè x%ik
 > 0, òî

  
∂vik(x%ik)

∂xik

 = pk.

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì, åñëè vik(⋅) — âî-
ãíóòûå ôóíêöèè.

Èç Òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî, âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ìû ìî-
æåì èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ñïðîñà íà k-å áëàãî çàäà÷ó 11k(pk).
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ vik(xik) äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ è ñòðîãî âîãíóòà.
Ñòðîãàÿ âîãíóòîñòü ãàðàíòèðóåò, â ÷èñëå ïðî÷åãî, ÷òî åñëè ðåøå-
íèå çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ðåøåíèå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ñïðîñà ðàññìàòðèâàåìîãî ïî-
òðåáèòåëÿ íà k-å áëàãî ïðè äàííîì pk, xik(pk).

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 11k(pk).
(Çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çà-
äà÷è 11(p) â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñóùåñòâó-
åò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷
11k(pk) ïðè ëþáîì k = 1, ..., l.)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ 47

                                          
47 p% — ýòî òàê íàçûâàåìàÿ öåíà «óäóøåíèÿ» ñïðîñà.

p% = sup  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

è

 p_ = inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì pk, òàêîì ÷òî p_ < pk < p%, ðåøåíèå

çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ∂vik(xik)/∂xik, ñóùåñòâóåò xik, òàêîå ÷òî

 
∂vik(xik)

∂xk

 = pk.

Ýòî xik äîëæíî áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ pk.
Êðîìå òîãî, ïðè öåíàõ pk ) p_ çàäà÷à 11k(pk) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü ïðè pk ) p_ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xik(pk) # 0. Òî-

ãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìóìà (óñëîâèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà)

∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) pk.

Îòêóäà â ñèëó òîãî, ÷òî pk ) p_ èìååì

 
∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíà÷åíèå ôóíêöèè 
∂vik(xik)

∂xik

 â òî÷êå xik(pk) +

ε. Â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè 
∂vik(xik)

∂xik

 èìååì   

 
∂vik(xik(pk) + ε)

∂xik

 < 
∂vik(xik(pk))

∂xik

ïðè ëþáîì ε >0. Îòêóäà ïîëó÷àåì
∂vik(xik(pk) + ε)

∂xik

  < 
∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

 = p_.

Òàê êàê xik(pk) + ε > 0, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì
èíôèìóìà. Òåì ñàìûì ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 11k(pk) ïðè pk ) p_  ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, à çíà÷èò ïîë-

íîñòüþ îáîñíîâàëè ÷òî ïðè pk ) p_ çàäà÷à 11k(pk) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞. Ðàññìîòðèì äëÿ
ýòîãî äâà ñëó÷àÿ: p% = ∞ è p% < ∞.

Ïóñòü p% = ∞. Ïðè pk > p_, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ðåøåíèå xik(pk)

çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îíî áóäåò âíóòðåííèì (xik(pk) >
0), òàê êàê ëþáîå çíà÷åíèå pk  > p_  ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
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∂vik(xik)

∂xik

 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå xik.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé çàäà÷å âûïîë-

íåíî êàê ðàâåíñòâî 
∂vik(xik(pk))

∂xk

 = pk ïðè pk > p_, è îïðåäåëÿåò ôóíê-

öèþ ñïðîñà xik(pk) ïðè pk > p_.

 Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p
n
k}, òàêóþ ÷òî

 lim  
n→∞ p

n
k = ∞.

Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p
n
k} âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü {p
ns

k }. Íà îñíîâàíèè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåí
{p

ns

k } ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ

ñïðîñà {x
ns

ik} ïî ïðàâèëó   
∂vik(x

ns

ik)

∂xik

 = p
ns

k . Òàê êàê lim  
s→∞ p

ns

k  = ∞, òî â

ñèëó ñòðîãîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èìååì, ÷òî  ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ ñïðîñà {x

ns

ik} óáûâàåò, ïðè÷åì x
ns +1
ik < x

ns

ik. Êàê
ìû îòìåòèëè âûøå ïðè pk > p_ ðåøåíèå çàäà÷è 11k(pk) ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì è, òàêèì îáðàçîì, x
ns

ik > 0 ∀  ns, íî êàæäàÿ óáûâàþùàÿ
è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïóñòü x(

 
ik

— ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáúåìîâ ñïðîñà è x(
 
ik > 0. Òîãäà,

êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p
ns

k } èìååò (â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè  
∂vik(xik)

∂xik

) êîíå÷íûé ïðåäåë  
∂vik(x(

 
ik)

∂xik

 , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò åå ïîñòðîåíèþ. Ïîëó÷èâ ïðîòèâîðå÷èå, ìû äîêàçàëè, òåì
ñàìûì, ÷òî x(

 
ik= 0 è òåì ñàìûì, ÷òî xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.     

Ïóñòü òåïåðü p% < ∞. Òîãäà â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè
∂vik(xik)/∂xik èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

 p%  = lim  
xik→0 

∂vik(xik)

∂xik

 = max  
xik#0 

∂vik(xik)

∂xik

.

Òîãäà ïðè ëþáîé öåíå pk # p%  âûïîëíåíî
∂vik(0)

∂xik

 ) pk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè pk # p% ñïðîñ íà äàííîå áëàãî ðàâåí
íóëþ, ò.å. xik(pk) = 0, ïîñêîëüêó â ñèëó âîãíóòîñòè öåëåâîé ôóíê-
öèè ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
äîñòàòî÷íûì. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè â çàäà÷å
11k(pk) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé, òî  xik(pk) = 0 — åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.

Ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê: îïðåäåëåíèå,
ñâÿçü ñ ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíêöèÿìè ñïðîñà

Ïîëüçóÿñü âûâåäåííûìè âûøå õàðàêòåðèñòèêàìè ïîòðåáè-
òåëüñêîãî âûáîðà, ïðîàíàëèçèðóåì ñâÿçü èíäèêàòîðà áëàãîñîñ-
òîÿíèÿ W(x, y) ñ ïëîùàäüþ ïîä êðèâîé ñïðîñà.

Âåëè÷èíà  CSi = vi(xi1,..., xil) – pxi_–_vi(0,..., 0) íàçûâàåòñÿ потре-
бительским излишком.48 Â äàëüíåéøåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî vi(0,..., 0) = 0.

Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàçèëèíåéíûõ ñåïàðàáåëüíûõ

ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, ò.å. vi(xi1,..., xil) = 
l

$
k=1

vik(xik). Ïîòðåáèòåëüñêèé

èçëèøåê ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïîòðåáèòåëüñêèõ
èçëèøêîâ, ïîëó÷àåìûõ ïîòðåáèòåëåì íà ðûíêàõ îòäåëüíûõ áëàã:

 CSi = 
l

$
k=1

(vik(xik) – pkxik) = 
l

$
k=1

CSik,

ãäå CSik = vik(xik) – pkxik.
Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêè èçëèøåê ïîòðåáèòåëÿ íà ðûíêå

k-ãî áëàãà ðàâåí ïëîùàäè ôèãóðû, ëåæàùåé ïîä ãðàôèêîì ôóíê-
öèè îáðàòíîãî ñïðîñà âûøå öåíû ýòîãî áëàãà (ñì. Ðèñ. 37).

Ïîÿñíèì ýòî. Ðàññìîòðèì ïîòðåáè-
òåëüñêèé èçëèøåê êàê ôóíêöèþ öåí:

CSi(p) = 
l

$
k=1

[vik(xik(pk)) – pk
 xik(pk)] =

= 
l

$
k=1

CSik(pk).

Ôóíêöèè CSik(pk) = vik(xik(pk)) – pk
 xik(pk)

îïðåäåëåíû ïðè âñåõ öåíàõ pk # p_ è,

êðîìå òîãî, íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëü-
íûìè.49

Êàê áûëî äîêàçàíî, xik(pk) → 0 ïðè
pk → ∞, îòêóäà vik(xik(pk)) → 0 ïðè pk → ∞.
Ïîñêîëüêó pk

 xik(pk) ) vik(xik(pk)), òî ïðè
ðîñòå öåíû áëàãà ðàñõîäû íà åãî ïðè-

                                          
48 Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ðàññìîòðåíèå ïîòðåáè-

òåëüñêîãî èçëèøêà è  ñâÿçàííûõ ñ íèì ïîíÿòèé êîìïåíñèðóþùåé è
ýêâèâàëåíòíîé âàðèàöèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð â èñòî÷íèêàõ, óêàçàí-
íûõ â ñíîñêå 45.

49 Òàê êàê xik = 0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å 11k(pk), òî CSik(pk) =
vik(xik(pk)) – pk

 xik(pk) # vik(0) – pk⋅ 0 = 0, è, òåì ñàìûì, CSik(pk) # 0.
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îáðåòåíèå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. pk xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.

Ôóíêöèÿ CSi(p) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà.  Äèôôåðåíöèðóÿ åå, ïî-
ëó÷àåì (ñ ó÷åòîì óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è ïîòðåáèòå-
ëÿ), ÷òî ïðè xk(pk) > 0

xk(pk) = – 
∂ CSi(p)

∂pk

 = – 
∂ CSik(pk)

∂pk

.

(×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò ñàìîñòîÿòåëüíî).
Åñëè xk(t) > 0 ïðè âñåõ t # pk

 , òî ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè
ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

– 
∞

3
pk

 
∂ CSik(t)

∂t
dt = 

∞

3
pk

xik(t)dt.

Îòêóäà

CSik(p) – lim   
t→∞CSik(t) = 

∞

3
p

xik(t)dt,

÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü èçëèøåê ïîòðåáèòåëÿ i îò ïîòðåáëåíèÿ
áëàãà k â âèäå

 CSik(p) = 
∞

3
p

xik(t)dt + lim   
t→∞CSik(t).50

Ïîñêîëüêó  âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì ñîîòíîøåíèè ðàâíî íóëþ:
 lim   

t→∞CSik(t) =  0,
òî

 CSik(p) = 
∞

3
p

xik(t)dt.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ pik(⋅) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè
xik(⋅), èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå51

 CSik(p) = 
xik(p)

3
0

pik(q)dq – pxik(p),

Â èòîãå, îáùèé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê ïîëó÷àåì ñóììè-
ðîâàíèåì ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî âñåì ðûíêàì:

 CSi(p) = 
l

$
k=1

CSik(p) = 
l

$
k=1

∞

3
pk

xik(t)dt =

                                          
50 Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò öåíà p%k, òàêàÿ ÷òî xk(t) > 0 ïðè âñåõ t <

p%k è xk(t) = 0 ïðè âñåõ t # p%k, òî ïðè pk ) p%k

– 
p%k

3
pk

 
∂ CSik(t)

∂t
dt = 

p%k

3
pk

xik(t)dt.

51 Ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è çàìåíîé ïå-
ðåìåííûõ.

 = 
l

$
k=1

xik(p)

3
0

pik(t)dt – p
l

$
k=1

xik(p).

3. Характеристика поведения
производителей в квазилинейных
экономиках

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òåõíîëîãèþ êàæ-
äîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ èçäåðæåê. Åñëè òåõ-
íîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî âûïóêëî, òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïîñòàíîâêè çàäà÷è
ïîòðåáèòåëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òèïå êîíêóðåí-
öèè ñ êîòîðûì ñòàëêèâàåòñÿ ïðîèçâîäèòåëü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j-é ïðîèçâîäèòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ ôóíê-
öèåé îáðàòíîãî ñïðîñà íà ïðîèçâîäèìûå èì áëàãà âèäà

pj = pj(yj).
Çäåñü ìû îòõîäèì îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîâåðøåíñòâå êîíêóðåí-
öèè —  ïðîèçâîäèòåëè íå ðàññìàòðèâàþò öåíû êàê äàííûå.

Â ïðåäïîëîæåíèè (îáû÷íîì äëÿ íåîêëàññè÷åñêîé ïàðàäèã-
ìû), ÷òî ïðîèçâîäèòåëü âûáèðàåò îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áëàã, ìàêñèìèçèðóþùèå ïðèáûëü, çàäà÷à j-ãî ïðîèç-
âîäèòåëÿ èìååò âèä:

πj = pj(yj)yj – cj(yj) → max 
yj # 0.

Åñëè ôóíêöèè p(yj) è cj(yj) äèôôåðåíöèðóåìû, òî íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âûïóñêà yj  ïðîèçâîäèòåëÿ j èìååò
âèä

 ∇ pjk(yj)yj + pjk(yj) – cjk′ (yj) ) 0,
ïðè÷åì åñëè yjk > 0, òî

 ∇ pjk(yj)yj + pk(yj) – c′jk(yj) = 0, .
Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñåïàðàáåëüíû, ñïðîñ íà

êàæäîå áëàãî çàâèñèò òîëüêî îò åãî öåíû. Â ýòîì ñëó÷àå öåíà
ëþáîãî áëàãà çàâèñèò òîëüêî îò ïðîäàâàåìîãî êîëè÷åñòâà áëàãà:

pjk = pjk(yjk).
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ïðîèçâîäèòåëÿ

òàêæå ñåïàðàáåëüíà, ò.å.

 cj(yj) = 
l

$
k=1

cjk(yjk).

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáûëü èìååò âèä

 πj = 
l

$
k=1

[pjk(yjk)yjk – cjk(yjk)].
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Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ðàñïàäàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì íà l
çàäà÷. Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðåòàþò áîëåå ïðîñòîé âèä:

 pjk′ (yjk)yjk + pjk(yjk) ) cjk′ (yjk),
ïðè÷åì ïðè yjk > 0

 pjk′ (yjk)yjk + pjk(yjk) = cjk′ (yjk).
È íàêîíåö, åñëè öåíà ñïðîñà íå çàâèñèò îò ïðîäàâàåìîãî îáú-

åìà áëàãà,
 pjk(yjk) = const,

(ïðîèçâîäèòåëè ïðèíèìàþò öåíû êàê äàííûå, â îòðàñëè ñêëàäû-
âàåòñÿ ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè), òî pjk′ (yjk) = 0 è óñëî-
âèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðåòàþò âèä

 pjk ) cjk′ (yjk),
ïðè÷åì ïðè yjk > 0

 pjk = cjk′ (yjk).
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàäàåò ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ k-ãî

áëàãà j-ì ïðåäïðèÿòèåì. Ýòî ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò öåíû k-
ãî áëàãà.

Èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëÿ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ðàññìàòðèâàåò öåíó êàê

äàííóþ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, öåíà ñïðîñà íå çàâèñèò îò ïðîäà-
âàåìîãî îáúåìà, è öåíû ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû è ðàâ-

íû p. Â êà÷åñòâå èçëèøêà ïðîèçâîäèòå-
ëÿ ïðè öåíàõ p áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî
ïðèáûëü ïðè ýòèõ öåíàõ, ò.å.

PSj = πj = pyj – cj(yj).
Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ èçäåðæåê

ñåïàðàáåëüíà, èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó èçëèøêîâ
ïî l ðûíêàì:

PSj = 
l

$
k=1

[pkyjk – cjk(yjk)] = 
l

$
k=1

PSjk.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü èçëèøåê ïðîèç-
âîäèòåëÿ íà k-ì ðûíêå â âèäå èíòåãðàëà:

PSjk = 

 
 yjk

 
 

3
 
 0

 
 

[pk – cjk′ (t)]dt – cjk(0).

Îí ðàâåí (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû cjk(0) ) ïëîùàäè ôèãóðû, îá-
ðàçóåìîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, pjk) ïàðàëëåëüíî

îñè àáñöèññ, è êðèâîé ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê cjk′ (yjk) (êðèâîé ïðåä-
ëîæåíèÿ). Â ñëó÷àå, êîãäà cjk(0) = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èçëèøåê ïðî-
èçâîäèòåëÿ ðàâåí

 PSjk = 

 
 yjk

 
 

3
 
 0

 
 

[pk – cjk′ (t)]dt.

4. Связь излишков потребителя и
производителя с индикатором
благосостояния

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {(x1, z1), ..., (xm, zm), (y1, r1), ..., (yn, rn)} — äî-
ïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, ïðè÷åì (xi, zi) — ðåøåíèå çàäà÷è
11(p) i-ãî ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ p è

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

Òîãäà

 W(x, y) = 
 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj) =

= 
 

$
i∈ I

vi(xi) – p
 

$
i∈ I

xi +  
 

$
j∈ J

(pyj – cj(yj)) = CS + PS,

ãäå

 CS = 
 

$
i∈ I

CSi

 — ñóììàðíûé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê,

 PS = 
 

$
j∈ J

πj(p) = 
 

$
j∈ J

PSj(p)

—  ñóììàðíûé èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëåé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ W(x, y), ñîîò-

âåòñòâóþùèé ëþáîìó ðàâíîâåñèþ, ðàâåí ñóììå èçëèøêîâ ïîòðå-
áèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè p — ðàâíîâåñíûé âåêòîð, ïðåäïî÷òåíèÿ
ëîêàëüíî íåíàñûùàåìû,  òî óñëîâèÿ

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

âûïîëíåíû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå  ñîñòîÿíèå ýêîíî-
ìèêè Ïàðåòî-îïòèìàëüíî, è ïîýòîìó  W(x, y) äîñòèãàåò ìàêñèìó-
ìà íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé.

��������������������������������������������

��������������������������������������������

��������������������������������������������

��������������������������������������������

��������������������������������������������

��������������������������������������������

��������������������������������������������

pk

yjk

cjk(⋅)

PS

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 38383838....
ÈçëèøåêÈçëèøåêÈçëèøåêÈçëèøåê
ïðîèçâîäèòåëÿïðîèçâîäèòåëÿïðîèçâîäèòåëÿïðîèçâîäèòåëÿ
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Â ñåïàðàáåëüíîé ýêîíîìèêå èçëèøêè ïîòðåáèòåëåé è ïðîèç-

âîäèòåëåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ èçëèø-
êîâ íà l ðûíêàõ:

CS = 
l

$
k=1

CSk, PS = 
l

$
k=1

PSk.

5. Представление суммарного спроса
посредством модели
репрезентативного потребителя

Î÷åíü ÷àñòî ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé ÷àñòíîãî ðàâíîâåñèÿ áû-
âàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñóììàðíûé
ñïðîñ ïîðîæäàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà òàêîé ïîòðåáèòåëü ñóùåñòâóåò, åãî íàçûâàþò ре-
презентативным потребителем.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýêîíîìèêå .1 ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü
âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü xi(p) — âåêòîð ñïðîñà i-ãî ïîòðåáèòåëÿ íà ïåðâûå l
áëàã ïðè öåíàõ p. Òîãäà ñóììàðíûé ñïðîñ âñåõ ïîòðåáèòåëåé ðà-
âåí

 X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p).

 Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü áóäåò ïî-
ðîæäàòü ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè ñóììàðíûé ñïðîñ X(p).

Ïîêàæåì ÷òî ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü â ýòèõ óñëîâèÿõ
ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åãî ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîòðåáèòåëü-
ñêèõ íàáîðîâ (x, z), x #### 0,  ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êâàçèëèíåé-
íîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè âèäà:

 u(x, z) = v(x) + z.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ñóììû

ïîëåçíîñòåé îò ïîòðåáëåíèÿ 1-ãî áëàãà ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè-
÷åñòâå x% ýòîãî áëàãà):

 
 

$
i∈ I

vi(xi) → max  
x1,...xm

 

$
i∈ I

xi ) x%. (-)

xi #0
Òîãäà â êà÷åñòâå v(x) ìû ìîæåì âçÿòü çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è

ïðè x% = x. Ïîêàæåì, ÷òî X(p) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ðåïðå-

çåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ ñ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, u(x, z) = v(x) +
z, ïðè ëþáîì âåêòîðå öåí p > 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Êàê ìû âèäåëè, çàäà÷ó ïðåäñòàâè-
òåëüíîãî ïîòðåáèòåëÿ â ñëó÷àå êâàçèëèíåéíûõ ïðåäïî÷òåíèé
ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

 v(x) – px → max  
x#0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò x( # 0, òàêîé ÷òî
 v(x() – px( > v(X(p)) – pX(p).

Ïðè ýòîì, òàê êàê X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p), è xi(p) äîïóñòèìû â çàäà÷å

(-) ïðè x%%%% = X(p),  òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

v(x() – px( > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Çàìåòèì, ÷òî v(x() = 
 

$
i∈ I

vi(x(i), ãäå (x(1, ..., x(m) — ðåøåíèå çàäà÷è

(-) ïðè x%%%% = x(. Òàêèì îáðàçîì èìååì

 
 

$
i∈ I

vi(x(i) – p
 

$
i∈ I

x(i # 
 

$
i∈ I

vi(x(i) – px( > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî èç ïîòðåáèòå-
ëåé âûïîëíåíî

 vi(x(i) – px(i  > vi(xi(p)) – pxi(p),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè íàáîðà xi(p).

Äîêàæåì, ÷òî

 v(X(p)) = 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)),

äðóãèìè ñëîâàìè, èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ â ýêîíîìèêå ñ îä-
íèì ïðåäñòàâèòåëüíûì ïîòðåáèòåëåì óïîðÿäî÷èâàåò èíòåðåñóþ-
ùèå íàñ ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè òàê æå, êàê è èíäèêàòîð áëàãîñîñ-
òîÿíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ýêîíîìèêè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñëó÷àé v(X(p)) < 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) íåâîç-

ìîæåí, ò.ê. xi(p) äîïóñòèìû â çàäà÷å (-) ïðè x%%%% = X(p). Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò p òàêîå, ÷òî

 v(X(p)) > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)).

Ïóñòü (x- 1, ..., x-m) — ðåøåíèå çàäà÷è (-) ïðè x% = X(p). Ïî îï-

ðåäåëåíèþ v(X(p)) = 
 

$
i∈ I

vi(x- i). Çíà÷èò,
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$
i∈ I

vi(x- i) > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

 
 

$
i∈ I

x- i ) X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p).

Óìíîæèì íà p:

 p
 

$
i∈ I

x- i ) p
 

$
i∈ I

xi(p).

Ñêëàäûâàÿ äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

 
 

$
i∈ I

vi(x- i) – p
 

$
i∈ I

x- i > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Ïîëó÷èëè òðåáóåìîå ïðîòèâîðå÷èå.

ÇÀÄÀ×È

1. Äîêàæèòå âòîðóþ ÷àñòü Òåîðåìû 9.

2. à) Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð ñ âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè vi(⋅) è
âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè cj(⋅), êîòîðûé áû ïîêàçûâàë, ÷òî óñëîâèå
z-i > 0 ∀ i ñóùåñòâåííî â ïåðâîé ÷àñòè Òåîðåìû 9.

á) Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð, êîòîðûé áû ïîêàçûâàë, ÷òî óñëî-
âèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê ñóùåñòâåííî â ïåðâîé ÷àñòè
Òåîðåìû 9.

3. Äîêàæèòå Òåîðåìó 10.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè .1 Ïà-
ðåòî-ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü âèäà

 

$
i∈ I

ui = const

5. Äîêàæèòå Òåîðåìû 12, 13 è 14.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè xk(pk) > 0 âûïîëíåíî

xk(pk) = – 
∂ CSi(p)

∂pk

 = – 
∂ CSik(pk)

∂pk

.

7. Ïóñòü (x, y) — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå êâàçèëèíåéíîé ýêî-
íîìèêè, è p # 0 — íåêîòîðûé âåêòîð öåí, ïðè÷åì xi ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ p, è

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

Äîêàæèòå, ÷òî
 

$
i∈ I

ui(xi, zi)  = W(x, y) + 
 

$
i∈ I

ωi

8. Â ýêîíîìèêå äâà áëàãà (l + 1 = 2) è äâà ïîòðåáèòåëÿ, èìåþ-
ùèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u1 = x1 + z1 è u2 = 2 x2 + z2. Íàéäèòå
ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ.

9. Ïóñòü ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ïðåäñòàâëÿþòñÿ  êâàçè-
ëèíåéíûìè ñåïàðàáåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè. Òîãäà áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýêîíîìèêå äâà áëàãà (l +
1 = 2). Ïóñòü xi(p) — ñïðîñ íà ïåðâîå áëàãî i-ãî ïîòðåáèòåëÿ ïðè
öåíàõ p,

 D(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p) —

ñóììàðíûé ñïðîñ  ïîòðåáèòåëåé íà ïåðâîå áëàãî, è p(x) = D
–1
 (x) —

îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé è óáûâàþùåé ïðè x # 0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

v(x) = 
x

3
0
p(q)dq,

òî v(x) + z ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïî-
òðåáèòåëÿ.

10. Â ñèòóàöèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è ôóíêöèÿ ñïðîñà íà áëàãî
èìååò âèä

 D(p) = 
1

4p2.

Íàéäèòå ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ.
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МОНОПОЛИЯ
Êàê ïîêàçûâàþò òåîðåìû áëàãîñîñòîÿíèÿ,52 ìèð ñîâåðøåí-

íîé êîíêóðåíöèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî è õîðîøî óñòðîåí: êàæäîå
ðàâíîâåñèå îêàçûâàåòñÿ (ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) Ïà-
ðåòî-îïòèìàëüíûì è êàæäîå îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî ñîñòîÿíèå
ýêîíîìèêè ìîæíî ðåàëèçîâàòü (ïðè ïîäõîäÿùåì ïåðåðàñïðåäåëå-
íèè íà÷àëüíûõ çàïàñîâ, ïðàâ ñîáñòâåííîñòè, íàëîãàõ è ò.ä.) êàê
ðàâíîâåñèå. Ïðåäïîëîæåíèÿ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, îäíàêî,
íå âñåãäà äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþò ñèòóàöèè íà
ñóùåñòâóþùèõ ðûíêàõ. Òàê, ñ ãèïîòåçîé ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäå-
íèÿ íåñîâìåñòèìà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ðàñ-
ñìàòðèâàåò  öåíó êàê «äàííóþ» â ñèòóàöèè, êîãäà ó íåãî íåò
êîíêóðåíòîâ èëè èõ íåìíîãî. Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì, ÷åì
ïðèíöèïèàëüíî ðûíêè, ãäå îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè (òàê íàçûâàåìûå íåñîâåðøåííûå ðûíêè), îòëè÷à-
þòñÿ îò ñîâåðøåííûõ ðûíêîâ.

Àíàëèç åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî äëÿ àíàëèçà
ñëó÷àÿ íåñîâåðøåííîãî ðûíêà, êîãäà èìååòñÿ âñåãî îäèí ïðîèç-
âîäèòåëü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîäóêòà.

1. Модель обычной монополии
Монополией íàçûâàþò ôèðìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì ïðîèçâîäèòåëåì íåêîòîðîãî áëàãà. Íàïîìíèì  êëàññè÷åñêóþ
(ñòàòè÷åñêóþ) ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ìîíîïîëèñòà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò «ìíîãî» ïîòðåáèòåëåé äàííîãî
áëàãà, è ïîýòîìó óñëîâèÿ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè âûïîëíÿþò-
ñÿ «íà ñòîðîíå ïîòðåáèòåëåé». Ìû ïðåäïîëàãàåì, òàêèì îáðàçîì,
÷òî ïîòðåáèòåëè ðàññìàòðèâàþò óñëîâèÿ ïîêóïêè, ïðåäëàãàåìûå
ìîíîïîëèñòîì, êàê äàííûå.53 Ìîíîïîëèñò ïðåäëàãàåò âñåì ïî-

                                          
52 Ñìîòðè: Mas-Colell A., Whinston M., Green J. Microeconomic Theory

Oxford University Press, 1995; Varian H. Microeconomic Analysis, 3rd ed.,
Norton, 1992; Áóñûãèí Â.Ï., Æåëîáîäüêî Å.Â., Öûïëàêîâ À.À. Ëåêöèè
ïî ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, Íîâîñèáèðñê, 1998; Áóñûãèí Â.Ï., Êî-
êîâèí Ñ.Ã., Öûïëàêîâ À.À. Ìåòîäû ìèêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà:
ôèàñêî ðûíêà, Íîâîñèáèðñê, 1996.

53 Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü ìîíîïîëèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõ-
ýòàïíóþ èãðó ñ ïî÷òè ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Íà ïåðâîì ýòàïå ìî-
íîïîëèÿ âûáèðàåò öåíó. Íà âòîðîì ýòàïå ïîòðåáèòåëè îäíîâðåìåííî

òðåáèòåëÿì ïðîèçâîäèìîå áëàãî ïî îäíîé è òîé æå öåíå p. Èñõî-
äÿ èç ýòîé öåíû, êàæäûé ïîòðåáèòåëü ïðåäúÿâëÿåò ñâîé ñïðîñ íà
áëàãî. Ñóììó èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ñïðîñà (ôóíêöèþ ñîâî-
êóïíîãî ñïðîñà) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç D(p). Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå,
÷òî ðàññìàòðèâàåìîå áëàãî — íîðìàëüíîå, ò.å. ôóíêöèÿ ñïðîñà
D(p) íå âîçðàñòàåò.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ìîíîïîëèñòà
ðàâíà c(y). Îáû÷íî  ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëü ìîíîïîëèñòà ñîñòî-
èò â ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ïðîèçâîäñò-
âà ìîíîïîëèñòà yM

  íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:54

 Π(y) = p(y) y – c(y) → 
 

max
y#0

,

ãäå p(y) = D
–1
 (y) — îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà. Ýòîò îáúåì ïðîèç-

âîäñòâà y
M
  è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð öåí p

M
  = p(y

M
 ) íàçûâàåò-

ñÿ равновесием при монополии55.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîíîïîëèè
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ìîíî-

ïîëèñòà (y # 0) íåîãðàíè÷åííî, è ïîýòîìó ìû ìîæåì ãàðàíòèðî-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ ëèøü ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê.
Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçûâàåò íà òàêèå
óñëîâèÿ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûäåëèòü ìíîæå-
ñòâî «âîçìîæíûõ» ìîíîïîëüíûõ âûïóñêîâ, ïîêàçàòü åãî îãðàíè-
÷åííîñòü (ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé
ñïðîñà è èçäåðæåê), à çàòåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Âåéåðøòðàññà
î ñóùåñòâîâàíèè ýêñòðåìóìîâ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè
åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé èçäåðæåê è ñïðîñà

                                                                                        
âûáèðàþò êîëè÷åñòâà áëàãà, êîòîðûå îíè õîòåëè áû ïðèîáðåñòè ïðè
äàííîé öåíå. Ìîäåëü ìîíîïîëèè ÿâëÿåòñÿ ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè
ðåäóöèðîâàííîé èãðîé ïåðâîãî ýòàïà äëÿ îïèñàííîé äèíàìè÷åñêîé èã-
ðû.

54 Çäåñü è äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû íå íàêëàäûâàåì îã-
ðàíè÷åíèå íà ïîëîæèòåëüíîñòü ïðèáûëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâî-
äèòåëü íå ìîæåò ñâåðíóòü ïðîèçâîäñòâî è óéòè èç îòðàñëè.

55 Ðàâíîâåñèå ïðè ìîíîïîëèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èñõîä, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñîâåðøåííîìó â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèþ â îïèñàííîé âûøå
äâóõýòàïíîé èãðå ñ ïî÷òè ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé.
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çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ìîíîïîëèñòà íà  y # 0, ýêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè íà íåêîòîðîì îòðåçêå äåéñòâèòåëü-
íîé ïðÿìîé (â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòèõ äâóõ
çàäà÷ ñîâïàäàþò). À äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðèáûëü
âíå ýòîãî îòðåçêà íèæå, ÷åì â êàêîé-ëèáî òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé
ýòîìó îòðåçêó.

Теорема 15.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ èçäåðæåê, c(y), äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, ∞),
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) äèôôåðåíöèðóåìà56 è
p′(y) < 0 ïðè [0, ∞),
3) ñóùåñòâóåò y( > 0 òàêîé, ÷òî p(y) < c′(y) ïðè y # y(.
Òîãäà  ðàâíîâåñèå ïðè ìîíîïîëèè ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ Π(y) < Π(y()

ïðè y > y(. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè y > y(
 Π′(y) = p(y) – c′(y) + p′(y) y < 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óáûâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà è
ïðåäïîëîæåíèÿ 3) òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáûëü â òî÷êå y(
âûøå, ÷åì â ëþáîé áîëüøåé òî÷êå y > y(, ïîýòîìó çàäà÷à ìàêñè-
ìèçàöèè ïðèáûëè ïðè y # 0 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè íà îòðåçêå [0, y(].

Èç ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè
Π(y) íåïðåðûâíà. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðèáûëè ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà äîëæíà äîñòèãàòü ìàêñèìóìà íà êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâå [0, y(], îòêóäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè y

M
 , êîòîðàÿ

ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ïðè îãðàíè÷åíèè y # 0. &

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü, ñäå-
ëàâ ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ñîâîêóïíîãî èçëèø-
êà, à íå îòíîñèòåëüíî åãî ïðîèçâîäíîé p(y) – c′(y) (ïðåäïîëîæåíèå
3) òåîðåìû). Ïîä ñîâîêóïíûì èçëèøêîì ìû áóäåì ïîíèìàòü

                                          
56 Äàííîå óñëîâèå ïðåäïîëàãàåò, â ÷èñëå ïðî÷åãî, ÷òî ôóíêöèÿ p(y)

îïðåäåëåíà ïðè y = 0, ÷òî, áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëü-
íûì ïðåäïîëîæåíèåì. Òàê, îíî íå âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèè p(y) = 1/ y .
Òåì íå ìåíåå íåñëîæíî äîêàçàòü àíàëîã äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ýòîé
ôóíêöèè è åé ïîäîáíûõ.

GS(y) = 
y

3
0

p(t)dt – [c(y) – c(0)].

Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèÿ èçäåðæåê äèôôåðåíöèðóåìà, òî

GS(y) = 
y

3
0

[p(t) – c′(t)]dt.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíûé èçëèøåê ðàâåí ïëîùàäè ôèãóðû
çàêëþ÷åííîé ìåæäó êðèâîé ñïðîñà, êðèâîé ïðåäåëüíûõ èçäåð-
æåê, îñüþ îðäèíàò è ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó (y, 0).

Íàì äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáúåì ïðîèç-
âîäñòâà y( > 0 òàêîé, ÷òî GS(y) ) GS(y() ïðè y # y(. Ïîñêîëüêó ñîâî-
êóïíûé èçëèøåê èñïîëüçóåòñÿ êàê ïîêàçàòåëü áëàãîñîñòîÿíèÿ,
óêàçàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ óâåëè÷èâàòü áëàãîñîñ-
òîÿíèå ïðîñòûì óâåëè÷åíèåì âûïóñêà îäíîãî áëàãà.

Теорема 16.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ èçäåðæåê, c(y), íåïðåðûâíà íà [0, ∞),
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) íåïðåðûâíà è óáûâàåò
íà [0, ∞),
3) ñóùåñòâóåò y( > 0 òàêîé, ÷òî GS(y) ) GS(y() ïðè y # y(.
Òîãäà  ðàâíîâåñèå ïðè ìîíîïîëèè ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ïðèáûëè â ñëåäóþùåì âèäå:

Π(y) =  p(y) y – c(y) =  p(y) y – 
y

3
0

p(t)dt + GS(y) – c(0).

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
Π(y) < Π(y() ïðè y > y(. Ðàçíîñòü ïðèáûëåé ðàâíà

Π(y) – Π(y() =  p(y) y – p(y() y( – 
y

3
y(
p(t)dt + GS(y) – GS(y().

Ïîñêîëüêó  p(y) óáûâàåò, òî p(y) < p(t) ïðè t < y, è  ïîýòîìó

 
y

3
y(
p(t)dt > p(y)(y – y().

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé îöåíêîé èíòåãðàëà èìååì:
 Π(y) – Π(y() < [p(y) – p(y()]y( + GS(y) – GS(y() < 0.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷à-

ñòüþ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 15.  &
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Ñâîéñòâà ìîíîïîëüíîãî ðàâíîâåñèÿ
Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è âíóòðåííåå (yM

  > 0), òî óñ-
ëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

 y
M
 p′(y

M
 ) + p(y

M
 ) = c′(y

M
 ),

ãäå y
M
  — âûïóñê, ìàêñèìèçèðóþùèé ïðèáûëü. Òàêèì îáðàçîì,

òàê æå, êàê è â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ïðåäåëüíàÿ
âûðó÷êà ðàâíà ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì

 y
M
 p′(y

M
 ) + p(y

M
 ) = MR(y

M
 ) = MC(y

M
 ) = c′(y

M
 ).

Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñèòóàöèè ìîíîïîëèè öåíà, ïî
êîòîðîé ôèðìà-ìîíîïîëèñò ìîæåò ïðîäàòü ïðîäóêöèþ, p(y), ìå-
íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà, ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ âûðó÷-
êà íå ðàâíà öåíå.

Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíóþ ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ðàâíîâå-
ñèÿ ïðè ìîíîïîëèè. Óêàæåì ñíà÷àëà ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
íà ãðàôèêå òî÷åê MR(y). Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé ñïðîñà
â òî÷êå, îòâå÷àþùàÿ îáúåìó ïðîèçâîäñòâà y(. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îáúåìó ïðîèçâîäñòâà y( òî÷êà êðèâîé ïðåäåëüíîé âûðó÷êè ñòðî-
èòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðîåêöèÿ òî÷êè (y(, p(y()) íà îñü îðäèíàò
îòñòîèò îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé îñüþ êàñàòåëüíîé íà â äâà
ðàçà áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷åì ïðîåêöèÿ ñàìîé ýòîé òî÷êè (y(,

MR(y()) íà êðèâóþ ñïðîñà (ñì. Ðèñ. 39).57

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà ïðåäåëüíîé âûðó÷êè äëÿ îáúåìà
ïðîèçâîäñòâà y( ëåæèò íà ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî îò

                                          
57 Ýòîò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êðèâîé ïðåäåëüíîãî äîõîäà îñíîâûâàåòñÿ íà

îïðåäåëåíèè è ñâîéñòâàõ êàñàòåëüíîé â òî÷êå y( ê êðèâîé ñïðîñà.

ïîëîæèòåëüíîãî îðòàíòà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ñïðîñà â òîé æå
òî÷êå y(. Â ñëó÷àå æå ëèíåéíîé  ôóíêöèè ñïðîñà êðèâàÿ ïðåäåëü-
íîé âûðó÷êè îêàçûâàåòñÿ ïðîñòî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåäèàíîé òðå-
óãîëüíèêà, ãèïîòåíóçà êîòîðîãî — êðèâàÿ ñïðîñà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìîíîïîëèñòà ìîæíî ïðèâåñòè ãðàôè÷åñêóþ èë-
ëþñòðàöèþ (Ðèñ. 40). Çäåñü MR(y) = p(y) + p′(y) y — êðèâàÿ ïðå-
äåëüíîé âûðó÷êè ìîíîïîëèñòà, à MC(y) = c′(y) — êðèâàÿ ïðå-
äåëüíûõ èçäåðæåê.

Ïðèìåð 3.
Ïóñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ëèíåéíà: p(y) = a – b y, è èç-

äåðæêè çàäàíû ôóíêöèåé c(y) = cy (a, b, c – êîíñòàíòû). Òîãäà
ïðèáûëü ìîíîïîëèè ðàâíà

 Π(y) = y (a – by) – c y = (a – c) y – b y2.
Ìàêñèìóì ïðèáûëè áóäåò äîñòèãíóò ïðè

y
M
  = 

a – c
2b      è    pM

  = 
a + c

2 .

  !!!!

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîíîïîëèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå, ãäå ÿâíî óêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìîíîïîëüíîé öåíû îò èç-
äåðæåê ïðîèçâîäèòåëÿ è ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà íà åãî ïðîäóêöèþ.

 Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà ïî öåíå â çà-
äàííîé òî÷êå:

 ε = D′(p) D(p)
p .

Ñ ó÷åòîì íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè ñïðîñà ýëàñòè÷-
íîñòü êàê ôóíêöèþ îò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà ìîæíî çàïèñàòü êàê

 y(

p(y()

MR

DMR(y()

p

y

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 39393939

 y
M
 

p
M
 

MR

MC

D

y

p

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 40404040



69

 ε(y) = 
1

p′(y)
 

y
p(y)

 .

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò,
òî ýëàñòè÷íîñòü îòðèöàòåëüíà, è

 |ε(y)| = – ε(y) =  – 
1

p′(y)
 y
p
 .

Èñïîëüçóÿ ýëàñòè÷íîñòü, óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

 p(y
M
 ) 







1 – 

1

|ε(y
M
 )|

  = c′(y
M
 ).

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè åñòåñòâåííîì
ïðåäïîëîæåíèè î ïîëîæèòåëüíîñòè ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê (c′(y) >
0) ñëåäóåò, ÷òî âûáðàííûé ìîíîïîëèñòîì îáúåì ïðîèçâîäñòâà
ëåæèò íà «ýëàñòè÷íîì» ó÷àñòêå êðèâîé ñïðîñà, ò.å.

 |ε(y
M
 )| > 1.

Äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàêñèìóìà
ïðèáûëè ìîíîïîëèè èìååò âèä:

p(y
M
 ) – c′(y

M
 )

p(y
M
 )

 = 
1

|ε(y
M
 )|

.

Âûðàæåíèå ñïðàâà íàçûâàåòñÿ индексом Лернера.58 Îí èçìå-
ðÿåò ñòåïåíü ìîíîïîëèçàöèè îòðàñëè (ìîíîïîëüíóþ ñèëó ïðîèç-
âîäèòåëÿ) ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ öåíû îò
ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ Ëåðíåðà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ìåíüøèå åäèíèöû è ðàâåí íóëþ â óñëîâèÿõ, êîãäà
ñïðîñ íà ïðîäóêöèÿ äàííîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî
ýëàñòè÷íûì (ïðè ìîíîïîëüíîì âûïóñêå yM

 ).
Åñëè îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(⋅) è ôóíêöèÿ èçäåðæåê ìî-

íîïîëèñòà c(⋅) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû, òî îáúåì ïðîèçâîäñòâà
y

M
  ìàêñèìèçèðóþùèé ïðèáûëü, óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è óñëîâèþ

âòîðîãî ïîðÿäêà:
2p′(y

M
 ) + y

M
 p″(y

M
 ) – c″(y

M
 ) ) 0.

 Ýòî óñëîâèå ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå

 MR
 ′
 
(y

M
 ) ) MC

 ′
 
(y

M
 ).

                                          
58 Àááà Ëåðíåð — àìåðèêàíñêèé ýêîíîìèñò ðîññèéñêîãî ïðîèñõîæäå-

íèÿ. Îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëü ìîíîïîëüíîé ñèëû, êîòî-
ðûé âïîñëåäñòâèè áûë íàçâàí ïî åãî èìåíè, â ñòàòüå A. P. Lerner, "The
Concept of Monopoly and the Measurement of Monopoly Power", Review of
Economics and Statistics, Vol. 1 (1934), pp. 157-75.

Äàííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî òàíãåíñ óãëà íàêëîíà
êðèâîé ïðåäåëüíîé âûðó÷êè íå ïðåâûøàåò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà
êðèâîé ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ y

M
 .  Äðóãè-

ìè ñëîâàìè,  êðèâàÿ ïðåäåëüíîé âûðó÷êè ïåðåñåêàåò êðèâóþ
ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ñâåðõó âíèç. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñò-
âî, ò.å.

2p′(y
M
 ) + y

M
 p″(y

M
 ) – c″(y

M
 ) < 0.

Ýòî óñëîâèå âìåñòå ñ óñëîâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ãàðàíòèðóåò, ÷òî
óäîâëåòâîðÿþùèé èì îáúåì ïðîèçâîäñòâà y

M
  îòâå÷àåò òî÷êå ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìà ïðèáûëè.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè p(0) > c′(0), òî âûïóñê ìîíîïîëèè áóäåò

ïîëîæèòåëüíûì.  Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ñäåëàòü àíàëèç ñîäåðæàòåëüíûì, òàê êàê ïðè p(0) ) c′(0) ïðåäìåò
àíàëèçà — ðûíîê — îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó  ìàêñèìóì ïðèáûëè
êàê ìîíîïîëèñòà, òàê è ïðîèçâîäèòåëÿ â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè íóëåâîì îáúåìå ïðîèçâîäñòâà
(ïðåäïîëàãàåòñÿ óáûâàþùàÿ îòäà÷à, ò.å. âîçðàñòàíèå ôóíêöèè
ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê).

Теорема 17.
Ïóñòü ôóíêöèÿ èçäåðæåê c(y) è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
ñïðîñà p(y) äèôôåðåíöèðóåìû è p(0)  > c′(0). Òîãäà â ðàâ-
íîâåñíûé âûïóñê ïðè ìîíîïîëèè  ïîëîæèòåëåí, ò.å. yM

  >
0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáúåì ïðîèçâîäñòâà y

M
 , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìàê-

ñèìèçàöèè ïðèáûëè:

 Π(y) = p(y) y – c(y) → 
 

max
y#0

,

äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
 Π′(y

M
 ) = p(y

M
 ) + p′(y

M
 ) y

M
  – c′(y

M
 ) ) 0

(ïðè÷åì ïî óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè Π′(y
M
 ) = 0, åñëè

y
M
  >  0).

Ìàêñèìóì íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â íóëå, òàê êàê åñëè y
M
  = 0,

òî ïî óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè äîëæíî áûòü âûïîëíåíî
 Π′(0) = p(0) – c′(0) ) 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ  p(0)  > c′(0). Òàêèì îáðàçîì,
y

M
  > 0.  &
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Ïîñêîëüêó ìîíîïîëèÿ ó÷èòûâàåò, ÷òî åå âûïóñê âëèÿåò íà
öåíó, òî îíà ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ íå ìîæåò ïðîèçâîäèòü
áîëüøå, ÷åì ôèðìà â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, êîòî-
ðàÿ ýòîãî íå ó÷èòûâàåò.

Теорема 18.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (îáðàòíàÿ) ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò,
y

M
  > 0 — îáúåì ïðîèçâîäñòâà, âûáðàííûé ìîíîïîëèåé, à

y% — îáúåì ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûé áûë áû âûáðàí ôèð-
ìîé ñ òàêîé æå ôóíêöèåé èçäåðæåê ïðè êîíêóðåíòíîì
ïîâåäåíèè.59 Òîãäà
1. y

M
  ) y%.

2. Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ñïðîñà è ôóíêöèÿ èç-
äåðæåê äèôôåðåíöèðóåìû è p′(y

M
 ) < 0, òî yM

  < y%.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ, y

M
  ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ìîíîïîëèè. Ïî-

ýòîìó
p(y

M
 ) y

M
  – c(y

M
 ) # p(y%) y% – c(y%).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ïðè êîíêóðåíòíîì ïîâåäåíèè
ôèðìà, âûáèðàÿ âûïóñê y%,  ìàêñèìèçèðóþùèé ïðèáûëü,  ðàñ-
ñìàòðèâàåò öåíó êàê äàííóþ, òî

 p(y%) y% – c(y%) # p(y%) y
M
  – c(y

M
 ).

Ñëîæèâ ýòè äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
  p(y

M
 ) y

M
   # p(y%) y

M
 .

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, y
M
  > 0, òî p(y

M
 )  # p(y%), îòêóäà,

ïðè óáûâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà, ñëåäóåò, ÷òî y
M
  ) y%.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Òàê êàê y
M
  > 0, ôóíêöèè

ñïðîñà è èçäåðæåê äèôôåðåíöèðóåìû, òî âûïîëíåíî óñëîâèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñëåäóþùåì âèäå:

 y
M
 p′(y

M
 ) + p(y

M
 ) = c′(y

M
 ).

Äðóãèìè ñëîâàìè,
 p(y

M
 ) – c′(y

M
 ) = – y

M
 p′(y

M
 ) > 0,

Âûïóñê y%  ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü â óñëîâè-
ÿõ, êîãäà ïðîèçâîäèòåëü ðàññìàòðèâàåò öåíû p(y%) êàê äàííûå.
Òàê êàê y% ïîëîæèòåëåí (y% # y

M
  > 0), òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

                                          
59 Ïîíÿòíî, ÷òî «êîíêóðåíòíîãî» îáúåìà y% ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, åñ-

ëè ïðåäåëüíûå èçäåðæêè óáûâàþò.

p(y%)  – c′(y%) = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y% íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ y

M
 , ñëåäîâàòåëü-

íî, yM
  < y%. &

Ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ñïðîñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî
äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ (ò.å. óñëîâèå
p′(y

M
 ) < 0 òåîðåìû ñóùåñòâåííî), ÷òî ïîêàçûâàåò êîíòðïðèìåð,

ïîêàçàííûé íà Ðèñ. 41, ãäå p(y) = (y – 1)3 + 1 è c(y) = y2/2. Â ýòîì
ïðèìåðå êðèâàÿ ïðåäåëüíîé âûðó÷êè êàñàåòñÿ êðèâîé ñïðîñà â
òî÷êå y = 1, è ÷åðåç òó æå ñàìóþ òî÷êó ïðîõîäèò êðèâàÿ ïðåäåëü-
íûõ èçäåðæåê.

Ïîìèìî âûøåïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ ìîíîïîëüíîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è åãî õàðàêòåðè-
ñòèê ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò
ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè, ðàññìàòðèâàåìîé â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå.

Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèêà
Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèêà — ýòî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ îïòèìàëü-

íîãî ðåøåíèÿ èëè ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè ýêçîãåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ñðàâíèòåëüíóþ ñòàòèêó ðàâíîâåñèÿ
ïðè ìîíîïîëèè. Ñâÿçü ìîíîïîëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñ ôóíêöèåé èç-
äåðæåê îïèñûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

MR

MC

D

p

y

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 41414141
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Теорема 19.
Ïóñòü c1(⋅) è c2(⋅) — äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç-

äåðæåê òàêèå, ÷òî c1′(y) ) c2′(y) ïðè âñåõ y # 0, è ïóñòü yM
1 #

0 äàåò ìàêñèìóì ïðèáûëè ïðè èçäåðæêàõ c1(⋅), à y
M
2 # 0

— ïðè èçäåðæêàõ c2(⋅). Òîãäà yM
1 # y

M
2.60

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî óñëîâèÿì ìàêñèìàëüíîñòè ïðèáûëè â îáåèõ ñðàâíèâàå-

ìûõ òî÷êàõ yM
1 è yM

2 èìååì:
p(y

M
1) y

M
1 – c1(y

M
1) # p(y

M
2) y

M
2 – c1(y

M
2),

p(y
M
2) y

M
2 – c2(y

M
2) # p(y

M
1) y

M
1 – c2(y

M
1).

Ñêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïî-
ëó÷èì

[c2(y
M
1) – c1(y

M
1)] – [c2(y

M
2) – c1(y

M
2)] # 0,

ò.å.
y

M
1

3
y

M
2

[c2′(y) – c1′(y)] dy # 0

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî
íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü âåðõíèé:
y

M
1 # y

M
2. ■

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñ ïîìî-
ùüþ ðèñóíêà, íà êîòîðîì êðèâàÿ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ñìåùà-
åòñÿ ââåðõ (MC1 → MC2, ñì. Ðèñ. 42).

                                          
60 Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

ìîíîïîëèñòà. Â ñëó÷àå ìíîæåñòâåííîñòè êàæäîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñò-

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê âû-
øåïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íåïîñðåäñòâåííûì
èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ
èçäåðæåê (c′(y) = c) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

  yM
 p′(y

M
 ) + p(y

M
 ) = c.

Îíî çàäàåò â âèäå íåÿâíîé ôóíêöèè çàâèñèìîñòü îáúåìà ïðî-
èçâîäñòâà, âûáèðàåìîãî ìîíîïîëèñòîì, îò âåëè÷èíû ïðåäåëüíûõ
èçäåðæåê yM

  = y(c). Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ
îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà p(y) è ôóíêöèè y(c), ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì ïî c òîæäåñòâî

 y(c) p′(y(c)) + p(y(c)) = c.
Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

 2 p′(y(c)) y′(c) + y(c) p′′ (y(c)) y′(c) = 1,

 y′(c) = 
1

 2 p′(y(c)) +y(c) p′′ (y(c))
.

Â çíàìåíàòåëå äðîáè ñòîèò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðèáûëè, êî-
òîðàÿ (ïî óñëîâèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà) íåïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî y(c) — óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ïî èçìåíåíèþ âûïóñêà ìîæíî íàéòè èçìåíåíèå öåí ïî ñëå-
äóþùåé ôîðìóëå.

dp
dc  = p′(y(c)) y′(c) = 

1

 2 + y(c) p′′ (y(c))/p′(y(c))
 > 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðàñòåò ïðè
ðîñòå èçäåðæåê.

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ àíàëèçà
âëèÿíèÿ íà ìîíîïîëüíîå ðàâíîâåñèå èçìåíåíèÿ â âåëè÷èíå èç-
äåðæåê (øîêîâ ñî ñòîðîíû ïðåäëîæåíèÿ). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
òàêîãî èçìåíåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü ââåäåíèå íàëîãà ñ ïðîäàæ.
Òàê, ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðîñà è ïîñòîÿííûõ ñðåäíèõ èç-
äåðæêàõ ââåäåíèå íàëîãà ñ åäèíèöû ïðîäóêöèè ïðè ñòàâêå t
ïðèâîäèò ê ðîñòó öåíû íà t/2. Â ñëó÷àå æå ôóíêöèè ñïðîñà ñ ïî-
ñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ ε < 0 (ò.å., y(p) = apε) ââåäåíèå òàêîãî íà-
ëîãà ïðèâîäèò ê ðîñòó öåíû íà  âåëè÷èíó t |ε| /(1+|ε|). (Ñïðàâåäëè-
âîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè àíàëèç ïîòåðü
áëàãîñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ìîíîïîëüíîé îðãàíèçàöèåé ðûíêà,

                                                                                        
âóþùåå ìåíüøèì ïî âåëè÷èíå èçäåðæêàì, áîëüøå êàæäîãî  ðåøåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî áîëüøèì ïî âåëè÷èíå èçäåðæêàì.

 y
M
1

p
M
1

MR

MC2
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p

y
M
2

MC1

p
M
2
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÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé íàøåãî àíàëèçà íåñîâåðøåííûõ
ðûíêîâ.

Àíàëèç áëàãîñîñòîÿíèÿ â óñëîâèÿõ
ìîíîïîëèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé îïèñûâàþòñÿ
êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ui(xi, zi) = vi(xi) + zi,  ãäå xi  —
îáúåì ïîòðåáëåíèÿ ïîòðåáèòåëåì i áëàãà, ðûíîê êîòîðîãî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì, à zi — ñóììà äåíåã, ðàñõîäóåìûõ èì íà ïðèîáðåòå-
íèå ïðî÷èõ áëàã. Íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñòðîãî âîãíóòà, ôóíêöèè vi(xi)

äèôôåðåíöèðóåìû,  ïðè÷åì vi′(⋅) > 0.61   Ïî ýòèì ôóíêöèÿì ïîëåç-
íîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà D(p) íà
ðàññìàòðèâàåìîå áëàãî. Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ïðè åñ-
òåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè vi(xi)  àãðåãèðîâàííûé ñïðîñ
D(p) ïîðîæäàåòñÿ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòà-
òèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ ñ íåêîòîðîé êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî-
ëåçíîñòè âèäà, u(x, z) = v(x) + z, ïðè÷åì v(x) âîãíóòà è v  ′(⋅) > 0.
Ñâîéñòâà ïðåäïî÷òåíèé ãàðàíòèðóþò ïðè ýòîì, ÷òî ðàññìàòðè-
âàåìîå áëàãî íîðìàëüíîå, ò.å. ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) óáûâàåò.

Êàê èçâåñòíî, åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé îïèñûâàþòñÿ
êâàçèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè, òî â êà÷åñòâå èíäèêà-
òîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíà

W(y) = v(y) – c(y).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî îáúåìîâ, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò èíäèêà-
òîð áëàãîñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ
ñîñòîÿíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïóñê ïðè ìîíîïîëèè  íå ìîæåò ïðåâûøàòü
Ïàðåòî-îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà äàííîãî áëàãà. Áîëåå
òîãî, ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ  îí îêàçûâàåòñÿ íå îï-
òèìàëüíûì, è ïîýòîìó ìåíüøå îïòèìàëüíîãî. Äîêàçàòåëüñòâî âî
ìíîãîì ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 18.

                                          
61 Îòìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè âñå óòâåðæäåíèÿ, ñ èçâåñòíûìè ìîäèôè-

êàöèÿìè, ñïðàâåäëèâû è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ vi
′(⋅) # 0. ×èòàòåëþ

ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Теорема 20.
Åñëè îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) ïîðîæäàåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ è óáûâàåò,
y

M
  — îáúåì ïðîèçâîäñòâà, âûáðàííûé ìîíîïîëèåé, à

y- > 0 — Ïàðåòî-îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà, òî62

1. y
M
  ) y-.

2. Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ñïðîñà è ôóíêöèÿ èç-
äåðæåê äèôôåðåíöèðóåìû è p′(y

M
 ) < 0,63 òî yM

  < y-.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü v(y) + z — ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðå-

ïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Òàê êàê p(y) — åãî îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ ñïðîñà, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

v(y
M
 ) – p(y

M
 ) y

M
  # v(y-) – p(y

M
 ) y-.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ îïòèìóìà Ïàðåòî
 W(y-) = v(y-) – c(y-) # v(y

M
 ) – c(y

M
 ) = W(y

M
 ).

Ñëîæèì ýòè äâà íåðàâåíñòâà:
  p(y

M
 ) y- – c(y-) # p(y

M
 ) y

M
  – c(y

M
 ).

Ïîñêîëüêó yM
  ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ìîíîïîëèè, òî

  p(y
M
 ) y

M
  – c(y

M
 ) # p(y-) y- – c(y-).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
  p(y

M
 ) y- – c(y-) # p(y-) y- – c(y-)

èëè
  p(y

M
 ) y- # p(y-) y-.

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ y- > 0, à p(y) óáûâàåò, òî yM
  ) y-.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, ò.å. yM

  = y-.
Âûáîð ìîíîïîëèñòà ïðè y

M
  > 0 äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâè-

ÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà:
 p(y

M
 ) + p′(y

M
 ) y

M
  – c ′(y

M
 ) = 0,

îòêóäà p(y
M
 ) – c ′(y

M
 ) > 0 (öåíà âûøå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê).

                                          
62 Â äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçóåòñÿ íè åäèíñòâåííîñòü ìîíîïîëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ, íè åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâà
îáúåìà âûïóñêà. Ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñîîòíîøåíèå
ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.

63 ÷òî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü â óñëîâèè, êîãäà  v i
′′ (⋅) ñóùåñòâóþò è îòðè-

öàòåëüíû.
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Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ äëÿ

êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(⋅) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
p(y) = v′(y)  ∀ y > 0,

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî yM
  = y- > 0,

 v′(y
M
 ) – c′(y

M
 ) > 0.

Îäíàêî v′(y
M
 ) – c′(y

M
 ) åñòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè áëà-

ãîñîñòîÿíèÿ â òî÷êå y
M
 . Òàêèì îáðàçîì, W (y) íå äîñòèãàåò ìàê-

ñèìóìà â òî÷êå yM
 . Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, yM

  < y-. &

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâóþ òåîðåìó áëàãî-
ñîñòîÿíèÿ, ãîâîðÿùóþ î Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà êîí-
êóðåíòíûõ ðàâíîâåñèé, èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ñëå-
äóþò âñå ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå íàìè ðàíåå â Òåîðåìå 18.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàííîé òîëüêî ÷òî òåîðåìû (ïóíêò 2)

ìû èìååì, ÷òî W ′(y
M
 ) > 0, W ′(y-) = 0  è y

M
  < y-. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

óðîâåíü áëàãîñîñòîÿíèÿ â ñèòóàöèè ìîíîïîëèè íèæå îïòèìàëü-
íîãî, ò.å.

 W(y
M
 ) < W(y-).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ìîíîïîëèè âîçíèêàþò ÷èñòûå ïîòåðè
áëàãîñîñòîÿíèÿ  (DL > 0), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

DL = W(y-) – W(y
M
 ) = v(y-) – c(y-) – [v(y

M
 ) – c(y

M
 )] =

          = [(v(y-) – py-) – (v(y
M
 ) – py

M
 )] +  [(py- – c(y-)) – (py

M
 – c(y

M
 ))] =

= ∆CS + ∆PS,
ãäå ∆CS — èçìåíåíèå ïîòðåáèòåëüñêîãî èçëèøêà, à ∆PS — èçìå-
íåíèå èçëèøêà ïðîèçâîäèòåëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû èç-
ëèøêîâ ïîòðåáèòåëÿ è ïðîèçâîäèòåëÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîð-
ìóëàì

 CS(y) = 

y

3
0

[v′(t) – p(y)] dt = 

y

3
0

[p(t) – p(y)] dt.

è

 PS(y) = 

y

3
0

[p(y) – c′(t)] dt.

×èñòûå ïîòåðè îò ìîíîïîëèè òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå èíòåãðàëà:

 DL =  

y
M

 

3
y-

[p(t) – c′(t)] dt.

Ãðàôè÷åñêè ÷èñòûå ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå íåñåò
îáùåñòâî îò ìîíîïîëèçàöèè ðûíêà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîùàäü
(êðèâîëèíåéíîãî) «òðåóãîëüíèêà», íàçûâàåìîãî треугольником
Харбергера (ñì. Ðèñ. 43).64

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 3).
Âû÷èñëèì ÷èñòûå ïîòåðè îò ìîíîïîëèè â ñëó÷àå ëèíåéíîé

ôóíêöèè ñïðîñà è ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê, ò.å. êîãäà
p(y) = a – b y è c′(y)  = c.

Îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà ñîñòàâèò

                                          
64 Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîíÿòèå ÷èñòûõ ïîòåðü áûëî èñïîëüçîâàíî

ôðàíöóçñêèì èíæåíåðîì Æþëåì Äþïþè (A. J. E. Dupuit (1844), "De la
Mesure de l'Utilite des Travaux Publiques," Annales des Ponts et
Chaussees. Ðóñ. ïåð.: Æ. Äþïþè, «Î ìåðå ïîëåçíîñòè ãðàæäàíñêèõ ñî-
îðóæåíèé» // Ñá. «Òåîðèÿ ïîòðåáèòåëüñêîãî ïîâåäåíèÿ è ñïðîñà», ïîä
ðåä. Â.Ì.Ãàëüïåðèíà. — ÑÏá: Ýêîíîìè÷åñêàÿ øêîëà, 1993, ñòð.28-66.
Ñì. òàêæå ñòàòüþ Ãàðîëüäà Õîòåëëèíãà: H. Hotelling, (1938) "The Gen-
eral Welfare in Relation to Problems of Taxation of Railway and Utility
Rates", Econometrica, 6 (No. 3), 242-269. Ðóñ. ïåð.: Ã.Õîòåëëèíã, «Îá-
ùåå áëàãîñîñòîÿíèå â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè íàëîãîîáëîæåíèÿ è óñòàíîâ-
ëåíèÿ æåëåçíîäîðîæíûõ òàðèôîâ è òàðèôîâ íà êîììóíàëüíûå óñëóãè»
// Òàì æå, ñòð.142-174.) Êîëè÷åñòâåííûå èçìåðåíèÿ ÷èñòûõ ïîòåðü áû-
ëè ïîïóëÿðèçèðîâàíû Àðíîëüäîì Õàðáåðãåðîì (Harberger, A.C. (1964),
"The measurement of waste," American Economic Review, 54 (3), 58-76).
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 y- = 
a – c

b ,

ìîíîïîëèÿ æå, êàê ìû âèäåëè, áóäåò ïðîèçâîäèòü

 y
M
  = 

a – c
2 b ,

ò.å. âûïóñê ìîíîïîëèè â äâà ðàçà ìåíüøå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà áëàãà. ×èñòûå ïîòåðè îò ìîíîïîëèè ñîñòàâëÿþò âåëè-
÷èíó

 DL = 

y-

3
y

M

 

[(a – b t) – c] dt = 
(a – c)2

8 b .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòûå ïîòåðè îò ìîíîïîëèè â äàííîì ñëó÷àå
ñîñòàâëÿþò ÷åòâåðòü (èñõîäíîãî) ïîòðåáèòåëüñêîãî èçëèøêà:

 CS(y-) = 

y-

3
0

[(a – b t) – (a – b y-)] dt = 
(a – c)2

2 b .

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð
èçîáðàæåí íà Ðèñ. 44.

  !!!!

ÇÀÄÀ×È

1. Ïóñòü D(p) = 10 p–3, c(y) =
2y. Êàêîâû îïòèìàëüíûé âû-
ïóñê è öåíà óñòàíàâëèâàåìûå
ìîíîïîëèñòîì?

2. Îáîñíóéòå ïðåäëîæåí-
íûé â òåêñòå (ñòð. 68) ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ êðèâîé ïðåäåëüíîãî äîõîäà ïî êðèâîé ñïðîñà. (Ïîä-
ñêàçêà ïðèâåäåíà â ñíîñêå.)

3. Ïóñòü ñïðîñ íà ìîíîïîëüíîì ðûíêå ïîðîæäåí äâóìÿ ãðóï-
ïàìè ïîòðåáèòåëåé, ôóíêöèè ñïðîñà êîòîðûõ èìåþò âèä:

 p1(y) = a1 – b1y è p2(y) = a2 – b2y.
Êàêîâà îáùàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ äàííîãî ìîíîïîëè-
ñòà? Êàêîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà îêàæåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ìî-
íîïîëèñòà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ?

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñóùåñòâåííûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîíîïîëèè.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå:
«Ñóùåñòâóåò y( > 0 òàêîé, ÷òî p(y) < c′(y) ïðè y # y(»

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ìî-
íîïîëèè.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå:
«Ñóùåñòâóåò y( > 0 òàêîé, ÷òî GS(y) ) GS(y() ïðè y # y(»   

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ìî-
íîïîëèè.

7. Âû÷èñëèòå èíäåêñ Ëåðíåðà, åñëè ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
ìîíîïîëèñòà ïîñòîÿííû, à ôóíêöèÿ ñïðîñà íà åãî ïðîäóêöèþ
èìååò âèä:

 1) p(y) = a – by, 2) p(y) = ay
–b
 ,

3) p(y) = a – by
d
 , 4) p(y) = a – b ln(y),

(Ïàðàìåòðû äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ðàâíîâåñèå ñóùåñòâîâà-
ëî.)

8. Âû÷èñëèòå â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è êàê â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè èçìåíèòñÿ öåíà, íàçíà÷àåìàÿ ìîíîïîëèñòîì, åñëè
åãî ïðîäóêöèÿ îáëàãàåòñÿ íàëîãîì ïî ñòàâêå t.

9. Ïîêàæèòå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî â ñèòóàöèÿõ, îïè-
ñàííûõ â çàäà÷å 7, îáúåì ïðîèçâîäñòâà, îïòèìàëüíûé ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìîíîïîëèñòà, ìåíüøå òàêîãî îáúåìà ïðîèçâîäñòâà, ïðè
êîòîðîì öåíà ðàâíà ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì.

10. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî, p′(⋅) < 0, ïîêàæèòå, ÷òî äîòàöèÿ íà
ïðîäóêöèþ ìîíîïîëèè ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà ïðîèçâîä-
ñòâà. Ðàññ÷èòàéòå âåëè÷èíó äîòàöèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ ñîâïàäå-
íèå âåëè÷èí yM

  è  y-?
Êàêîé âåëè÷èíû äîòàöèè îáåñïå÷èâàþò ñîâïàäåíèå âåëè÷èí

y
M
  è  y- â ñèòóàöèÿõ, îïèñàííûõ â çàäà÷å 7?

11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ñïðîñà è èç-
äåðæåê, îïèñàííûõ â çàäà÷å 7, ôóíêöèÿ ïðèáûëè îêàæåòñÿ âî-
ãíóòîé ôóíêöèåé îáúåìîâ âûïóñêà?
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12. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèÿ óáûâà-
íèÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y), âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âûïóñê ïðè ìîíîïîëèè yM

  íå ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-
îïòèìàëüíûì.

2. Ценовая дискриминация
Âíóòðè òðåóãîëüíèêà Õàðáåðãåðà (ñì. Ðèñ. 43) ëåæàò ñäåëêè,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîâûãîäíûìè äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ è ïîòðå-
áèòåëÿ, ò.å. ëþáîé òî÷êå âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò öå-
íà, ïî êîòîðîé ìîíîïîëèñò ãîòîâ ïðîèçâåñòè è ïðîäàòü, à ïîòðå-
áèòåëü — êóïèòü äîïîëíèòåëüíóþ åäèíèöó áëàãà. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ÷èñòûå ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëü-
òàò íåðåàëèçîâàííûõ âçàèìîâûãîäíûõ ñäåëîê, íî ýòè ñäåëêè
ìîæíî îñóùåñòâèòü òîëüêî ïðè áîëåå íèçêèõ öåíàõ, ÷åì òà, êî-
òîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìîíîïîëüíóþ ïðèáûëü. Åäèíñòâåííîå, ÷òî
ñäåðæèâàåò ìîíîïîëèñòà îò ïðåäëîæåíèÿ òàêèõ ñäåëîê — ýòî òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êàæäóþ åäèíèöó áëàãà îí äîëæåí ïðîäàâàòü
ïî îäíîé è òîé æå öåíå. Îò ñäåëîê âíóòðè òðåóãîëüíèêà Õàðáåð-
ãåðà îí ÷òî-òî âûèãðàåò çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ ïðîäàæ, íî ýòîò
âûèãðûø áóäåò áîëåå ÷åì êîìïåíñèðîâàí ïîòåðÿìè îò ñíèæåíèÿ
öåíû ïðîäàæè yM

  åäèíèö áëàãà.
Îäíàêî, åñëè áû ìîíîïîëèñò ìîã ïðîâîäèòü ценовую дискри-

минацию, òî åñòü ïðîäàâàòü ðàçíûå åäèíèöû áëàãà ïî ðàçíûì
öåíàì, òî îí óâåëè÷èë áû ñâîþ ïðèáûëü. È äåéñòâèòåëüíî, ìèð
âîêðóã íàñ ïîëîí ïðèìåðîâ öåíîâîé äèñêðèìèíàöèè. Íàïðèìåð,
êèíîòåàòðû ÷àñòî ïðåäëàãàþò ñêèäêè äëÿ âîçðàñòíûõ ãðóïï ïî-
òðåáèòåëåé.  Ñòîèìîñòü ïðîåçäà íà íåêîòîðûõ âèäàõ òðàíñïîðòà
çàâèñèò îò ïðèçíàêîâ, îòäåëÿþùèõ áèçíåñìåíîâ îò òóðèñòîâ, è
äð.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñõåìû öåíîâîé äèñêðèìè-
íàöèè, îáðàòèâ ïðåæäå âñåãî âíèìàíèå íà âëèÿíèå äèñêðèìèíà-
öèè íà áëàãîñîñòîÿíèå ïîòðåáèòåëåé (èçìåðåííîå ñîâîêóïíûì
èçëèøêîì).

Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå òðè òèïè÷íûå âèäà öåíîâîé äèñêðè-
ìèíàöèè:

•   Дискриминация первого типа, êîãäà  ìîíîïîëèñò ìîæåò êàê
íàçíà÷àòü ðàçíûå öåíû çà ðàçíûå ïðîäàííûå êîëè÷åñòâà îòäåëü-

íîìó ïîòðåáèòåëþ, òàê è ïðîâîäèòü äèñêðèìèíàöèþ ñðåäè ðàç-
íûõ ïîòðåáèòåëåé.

•   Дискриминация второго типа — êîãäà öåíà áëàãà çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâî ïðèîáðåòàåìûõ åäèíèö äàííîãî áëàãà. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñêèäêè äëÿ îïòîâûõ ïîêóïàòåëåé èëè
çàâèñèìîñòü òàðèôà íà òåëåôîííûå ïåðåãîâîðû îò èõ äëèòåëüíî-
ñòè. Åñëè ñðàâíèâàòü ýòîò òèï äèñêðèìèíàöèè ñ äèñêðèìèíàöèåé
ïåðâîãî òèïà, òî ïðè äèñêðèìèíàöèè âòîðîãî òèïà ñ ðàçíûõ ïî-
òðåáèòåëåé ìîíîïîëèñò áåðåò îäèíàêîâóþ ïëàòó çà îäíî è òî æå
êîëè÷åñòâî òîâàðà.

•   Дискриминация третьего типа, ïî ãðóïïàì ïîòðåáèòåëåé
(ñåãìåíòèðîâàííûì ðûíêàì). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñ-
òè ñêèäêè ñòóäåíòàì è ïåíñèîíåðàì. Äèñêðèìèíàöèÿ òðåòüåãî
òèïà  îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîíîïîëèñòîì îòíîñèòåëüíî òèïîâ ïîòðå-
áèòåëåé âíå çàâèñèìîñòè  îò êîëè÷åñòâà ïðèîáðåòàåìûõ áëàã.

Äàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà àíãëèéñêèì ýêî-
íîìèñòîì Àðòóðîì Ïèãó â ðàáîòå «Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ áëàãî-
ñîñòîÿíèÿ» (1920).65 Äàëåå ìû ðàçáåðåì ýòè òðè òèïà äèñêðèìè-
íàöèè áîëåå ïîäðîáíî.

Àíàëèçèðóÿ öåíîâóþ äèñêðèìèíàöèþ ìû ïðîäîëæàåì èñõî-
äèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëè ðàññìàòðèâàþò óñëîâèÿ

                                          
65 Pigou, A.C. «The economics of welfare» 4–th ed., London, Macmillan

(À. Ïèãó, «Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ», Ì.: Ïðîãðåññ,
1985).

«Ïåðâûé óðîâåíü âûðàæàåòñÿ â íàçíà÷åíèè ðàçëè÷íûõ öåí íà âñå
ðàçëè÷íûå åäèíèöû òîâàðà, òàê ÷òî öåíà êàæäîé èç ýòèõ åäèíèö
ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåé öåíå ñïðîñà, è ó ïîêóïàòåëÿ íå îñòàåòñÿ
êàêîãî-ëèáî èçëèøêà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ. Âòîðîé óðîâåíü ïðåäïîëà-
ãàåò, ÷òî ìîíîïîëèñò â ñîñòîÿíèè óñòàíîâèòü n ðàçëè÷íûõ öåí,
âîò ïî÷åìó âñå åäèíèöû òîâàðà, íà êîòîðûå íàçíà÷åíà öåíà ñïðî-
ñà, ïðåâûøàþùèå x, ïðîäàþòñÿ ïî öåíå x, à âñå åäèíèöû ñ öåíîé
ñïðîñà ìåíüøå x, íî ïðåâûøàþùåé y, ïðîäàþòñÿ ïî öåíå y è ò.ä.
Òðåòèé óðîâåíü îçíà÷àåò, ÷òî ìîíîïîëèñò â ñîñòîÿíèè âûäåëèòü
ñðåäè ñâîèõ ïîêóïàòåëåé n ðàçëè÷íûõ ãðóïï, êîòîðûå ìîæíî â
áîëüøåé èëè ìåíüøåé ìåðå ïðàêòè÷åñêè ðàçëè÷àòü ìåæäó ñîáîé,
è ìîíîïîëèñò ñïîñîáåí íàçíà÷àòü ñâîþ ìîíîïîëüíóþ öåíó ïîêó-
ïàòåëÿì èç êàæäîé ãðóïïû» (ò.I, ñòð. 348).

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî îòðûâêà, «âòîðîé óðîâåíü» äèñêðèìèíà-
öèè Ïèãó ñîîòâåòñòâóåò ñêîðåå íåèäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî
òèïà â íàøåé òåðìèíîëîãèè. Ìû ñëåäóåì çäåñü ñëîæèâøåìóñÿ íà äàí-
íûé ìîìåíò â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òîëêîâàíèþ ýòèõ òåðìèíîâ.
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ïîêóïêè, ïðåäëàãàåìûå ìîíîïîëèñòîì, êàê äàííûå.66 Çàìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ ñ èíòåðïðåòàöèåé äèñêðè-
ìèíàöèè ïåðâîãî òèïà: ìîíîïîëèñò â ýòîì ñëó÷àå èìååò äåëî ñ
êàæäûì ïîòðåáèòåëåì èíäèâèäóàëüíî, è ïîýòîìó ñèòóàöèÿ ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äâóñòîðîííÿÿ ìîíîïîëèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
«ïåðåãîâîðíàÿ ñèëà» ïðèíàäëåæèò ìîíîïîëèè.

Äèñêðèìèíàöèÿ ïåðâîãî òèïà. Èäåàëüíàÿ
äèñêðèìèíàöèÿ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îñîáåííîñòü äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî
òèïà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîíîïîëèñò ìîæåò íàçíà÷àòü ðàçíûå öå-
íû â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå êîëè÷åñòâî áëàãà è êàêîìó ïî-
òðåáèòåëþ îí ïðîäàåò. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè
äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî òèïà êàæäàÿ ïðîäàâàåìàÿ åäèíèöà áëàãà
èìååò ñâîþ öåíó, â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþùóþ ñ öåíîé äðó-
ãîé åäèíèöû áëàãà.

Â ðàìêàõ äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî òèïà ìû èçó÷èì òàê íàçû-
âàåìóþ идеальную дискриминацию. Ïîä èäåàëüíîé äèñêðèìèíà-
öèåé ïîíèìàþò ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ìîíîïîëèñò âûáèðàåò
îïòèìàëüíóþ äëÿ ñåáÿ ñõåìó öåíîîáðàçîâàíèÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà

1) îí çíàåò èíäèâèäóàëüíûå ôóíêöèè ñïðîñà êàæäîãî ïîòðå-
áèòåëÿ;

2) ìîæåò ðàçëè÷àòü ïîòðåáèòåëåé;
3) è íåâîçìîæåí òàê íàçûâàåìûé арбитраж — ïåðåïðîäàæà
áëàã ïîòðåáèòåëÿìè äðóã äðóãó.67

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò òèï äèñêðèìèíàöèè èìååò ëèøü òåîðåòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå, êàê òðóäíîäîñòèæèìàÿ èäåàëüíàÿ äëÿ ìîíîïîëè-
ñòà ñèòóàöèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ m ïîòðåáèòåëåé, ïðåäïî÷òåíèÿ êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâèìû êâàçèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè ui(xi, zi) = vi(xi)
+ zi. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ui(xi, zi) —
ñòðîãî âîãíóòà, äèôôåðåíöèðóåìà è vi′(xi) > 0. Ïîòðåáèòåëè îáëà-
                                          

66 Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè äèñêðèìèíàöèè êàê äèíàìè÷åñêèå èã-
ðû, òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîíîïîëèñò äåëàåò õîä
ïåðâûì.

67 Åñëè ìîíîïîëèñò íå ìîæåò ðàçëè÷àòü ïîòðåáèòåëåé, òî îäíè ïîòðå-
áèòåëè ìîãëè áû ïîêóïàòü òå åäèíèöû áëàãà, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ äðóãèõ ïîòðåáèòåëåé. Òàêóþ ñèòóàöèþ ìîæíî íàçâàòü «ïåðñîíàëü-
íûì àðáèòðàæåì».

äàþò ôèêñèðîâàííûìè äîõîäàìè (çàïàñàìè «êâàçèëèíåéíîãî»
áëàãà) ωi. Î ôóíêöèè èçäåðæåê ìîíîïîëèñòà, c(⋅), ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà âûïóêëà, äèôôåðåíöèðóåìà è c′(y) > 0.

Ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà óñëîâíóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ìî-
íîïîëèñò ìîæåò íàçíà÷èòü êîëè÷åñòâî áëàãà, xi, êîòîðîå êóïèò ó
íåãî êàæäûé ïîòðåáèòåëü, à òàêæå òó ñóììó äåíåã, ti, êîòîðóþ
çàïëàòèò åìó ïîòðåáèòåëü çà ïîëó÷åííîå êîëè÷åñòâî áëàãà. Åäèí-
ñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ìû íàëîæèì íà âûáîð xi è ti ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ìîíîïîëèñò íå ìîæåò íàçíà÷èòü èõ òàêèìè, ÷òî

ui(xi, ωi – ti) < ui(0, ωi),
ò.å. òàêèìè, ÷òî ïîòðåáèòåëþ áîëåå âûãîäíî «óéòè ñ ðûíêà», ÷åì
ïðèîáðåñòè xi, çàïëàòèâ ti. Òàêèì îáðàçîì, ìû ââîäèì îãðàíè÷å-
íèå

vi(xi) – ti # vi(0).
Ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü условием участия. Ñ öåëüþ
óïðîùåíèÿ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
íîðìèðîâàíû òàê, ÷òî vi(0) = 0. Ïðè ýòîì óñëîâèå ó÷àñòèÿ ïðèíè-
ìàåò âèä

vi(xi) # ti.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ îïòèìè-

çàöèîííóþ çàäà÷ó:

Π = 
m

$
i=1

ti – c(
m

$
i=1

xi) → max
 
 ti, xi # 0

vi(xi) # ti, ∀ i.
Â îïòèìóìå âñå îãðàíè÷åíèÿ ó÷àñòèÿ âûõîäÿò íà ðàâåíñòâî, ïî-
ñêîëüêó ìîíîïîëèñòó âûãîäíî óñòàíîâèòü ïëàòó äëÿ êàæäîãî ïî-
òðåáèòåëÿ êàê ìîæíî âûøå:

ti = vi(xi), ∀ i.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàäà÷ó:

Π = 
m

$
i=1

vi(xi) – c(
m

$
i=1

xi) → max
 
 x1, ..., xm # 0.

 Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â òî÷íîñòè ñîâïà-
äàåò ñ èíäèêàòîðîì áëàãîñîñòîÿíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå
äàííîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ Ïàðåòî-îïòèìóìîì.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêîå «èäåàëüíîå» ðåøåíèå (xi

*, ti
*)

ñóùåñòâóåò.68 Íàéäÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ìû ïîêàæåì, ÷òî ìî-
íîïîëèñò, âî-ïåðâûõ, íå ìîæåò ïîëó÷èò áîëåå âûñîêóþ ïðèáûëü,
è âî-âòîðûõ, ìîæåò ðåàëèçîâàòü ýòè îïòèìàëüíûå ñäåëêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì: xi
* > 0 ∀ i,

ò.å. êàæäûé ïîòðåáèòåëü ïîêóïàåò ïîëîæèòåëüíîå êîëè÷åñòâî.69

Âíóòðåííåå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

vi′(xi
*) = c′(

m

$
i=1

xi
*), ∀ i.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî ïðåäåëüíûõ íîðì çàìå-
ùåíèÿ

vi′(xi
*) = vj′(xj

*) ∀ i, j.

«Èäåàëüíàÿ» ïëàòà ti
* íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

ti
* = CSi(xi

*) = vi(xi
*) = 

xi
*

3
0

vi′(x)dx, ∀ i.

Íà ãðàôèêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ. 45 èçîáðàæåíû äâå
ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè íàõîæäåíèÿ «èäåàëüíîé» ïàðû (xi

*, ti
*)

ìîíîïîëèñòîì. Íà ðèñóíêå (á) òî÷êà xi
* äîëæíà áûòü âûáðàíà òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû â ýòîé òî÷êå ðàçíîñòü ìåæäó êðèâûìè c(xi +

$
 

j≠i 
 xj

*) è vi(xi) áûëà ìàêñèìàëüíîé. Â ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíûå
îáåèõ êðèâûõ äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé íàêëîí.

                                          
68 Ïðè ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæêàõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé vi(⋅) è òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò y(i > 0,
òàêèå ÷òî vi(y(i) – c(y(i) > vi(y) – c(y) ïðè y > y(i.

69 Â ñëó÷àå, åñëè ïðåäåëüíûå èçäåðæêè íå âîçðàñòàþò è vi′(0) > c′(0) ∀ i,
òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü:
xi

* > 0 ∀ i.

Ïðèìåð 5.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè i-ãî ïîòðåáèòåëÿ èìååò âèä ui(xi,

zi) = xi  + zi è ôóíêöèÿ èçäåðæåê ëèíåéíà: c(x) = cx. Òîãäà îáúåì
ïîòðåáëåíèÿ ýòîãî ïîòðåáèòåëÿ, xi

*, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

 c = 
1

 2 xi
*
 ,

è ðàâåí

 xi
* = 

1
 4c2 .

Ïðè ýòîì ïëàòà  çà ïðèîáðåòàåìîå áëàãî ti
* ðàâíà  xi

* = 
1

 4c2  

= 
1

 2c .  !!!!

Ìû ðàññìîòðåëè, êîíå÷íî, èäåàëüíóþ ñèòóàöèþ, îäíàêî
ñêîíñòðóèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîíòðàêòîâ ìîãëà áû áûòü ðåàëèçî-
âàíà ìîíîïîëèñòîì, åñëè áû (1) îí çíàë ôóíêöèè vi(⋅), è (2) òî
êîëè÷åñòâî áëàãî, êîòîðîå ìîíîïîëèñò ïðîäàåò i-ìó ïîòðåáèòåëþ,
ñîâïàäàëî ñ òåì êîëè÷åñòâîì áëàãà, xi, êîòîðîå òîò ðåàëüíî ïî-
òðåáëÿåò (íåâîçìîæåí àðáèòðàæ). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ñïîñîáîâ ðåàëèçîâàòü ýòè ñäåëêè.

Â ìîäåëÿõ äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî òèïà ìîíîïîëèñò ìîæåò
ïðåäëîæèòü êàæäîìó ïîòðåáèòåëþ íåêîòîðóþ ñõåìó îïëàòû
(ñõåìó öåíîîáðàçîâàíèÿ) — ôóíêöèþ ti(⋅). Ñîãëàñíî ñõåìå ti(⋅)
ïîòðåáèòåëü ìîæåò ïðèîáðåñòè êîëè÷åñòâî x çà ti(x). Îáû÷íóþ
ñõåìó öåíîîáðàçîâàíèÿ,

ti(xi) = pxi,
íàçûâàþò ëèíåéíîé. Öåíîîáðàçîâàíèå ïî ëþáîé äðóãîé ñõåìå, â
òîì ÷èñëå ñõåìå âèäà

ti(xi) = A + pxi,
êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå, ïðèíÿòî íàçûâàòü нелинейным
ценообразованием.

Çàäà÷à ìîíîïîëèñòà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ôóíêöèè
ti(⋅) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü. Åñ-
ëè ïðè äàííîé ñèñòåìå ñäåëîê ïîòðåáèòåëè âûáðàëè îáúåìû ïî-
êóïîê xi, i = 1, ..., n, òî ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà ñîñòàâèò

Π = 
m

$
i=1

ti(xi) – c(
m

$
i=1

xi).

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

ti
*

xi

xi
*
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xj
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а) б)
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Êîíå÷íî, ýòà ôîðìóëà âåðíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïîòðåáè-
òåëè ðåøàþò îñòàòüñÿ íà ðûíêå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xi = 0 è ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå, ti(xi), â ïåðâîé ñóììå îòñóòñòâóåò.

Ïðè âûáîðå ñõåìû îïëàòû ìîíîïîëèñò äîëæåí ó÷èòûâàòü,
êàê ñòîëêíóâøèñü ñ íåé áóäåò äåéñòâîâàòü ïîòðåáèòåëü, êîòîðî-
ìó îíà ïðåäíàçíà÷åíà. Åñëè ïîòðåáèòåëü íå óõîäèò ñ ðûíêà, òî
åãî çàäà÷à èìååò âèä:

 vi(xi) + zi → max
 
 xi # 0

 ti(xi) + zi ) ωi

 xi # 0.
Êðàòêî çàäà÷ó ïîòðåáèòåëÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

 vi(xi) – ti(xi) → max
 
 xi # 0

Åñëè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è  â òî÷êå îïòè-
ìóìà ìåíüøå íóëÿ, òî íå âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå ó÷àñòèÿ, è ïî-
òðåáèòåëþ âûãîäíåå óéòè ñ ðûíêà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîòðåáè-
òåëü óéäåò ñ ðûíêà, òî ìîíîïîëèñò ïîëó÷èò òàêóþ æå ïðèáûëü,
êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ïîòðåáèòåëü îñòàåòñÿ íà ðûíêå, íî ïîêóïà-
åò íóëåâîé îáúåì (xi = 0) è íè÷åãî íå ïëàòèò ti(xi) = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, íè ïðè êàêîì âûáîðå ñõåìû îïëàòû ìîíîïîëèñò íå ìîæåò
ïîëó÷èòü áîëüøå, ÷åì â «èäåàëüíîì» ñëó÷àå (xi

*, ti
*).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå ó÷àñòèÿ âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-
ñòâî, òî ñäåëêà íå óâåëè÷èâàåò ïîëåçíîñòü ïîòðåáèòåëÿ. Òåì íå
ìåíåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òàêèå ñäåëêè ñîâåðøàþòñÿ, âåäü ó
ìîíîïîëèñòà âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü íàçíà÷èòü ïëàòó íåìíîãî
íèæå ti(xi).

Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì îïóñêàòü èí-
äåêñ ïîòðåáèòåëÿ, i, ïîñêîëüêó â êàæäîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïîâåäåíèå îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Ïðè ñäåëàííîì íàìè
ïðåäïîëîæåíèÿõ, íåñëîæíî íàéòè ñõåìû îïëàòû, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò ðåàëèçîâàòü îïòèìàëüíûé êîíòðàêò (x*, t*).

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñõåìà îïëàòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîíîïî-
ëèñò ïðåäëàãàåò  ïîòðåáèòåëþ ïðèîáðåñòè êîëè÷åñòâî x çà ïëàòó
t. (Òàê íàçûâàåìûé òèï «íå õî÷åøü — íå áåðè» (take-it-ot-leave-
it)). Òàêóþ ñõåìó ìîæíî óñëîâíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé
ôóíêöèè:

 t(x) = 


  t*,  x ) x*,
+ ∞, x > x*.

 

Åñëè ïîòðåáèòåëü ñòîëêíåòñÿ ñ òàêîé ñõåìîé îïëàòû, òî åãî
îïòèìàëüíûì âûáîðîì áóäåò x = x*. Ðèñ. 46 èëëþñòðèðóåò âûáîð
ïîòðåáèòåëÿ ïðè ýòîé ñõåìå îïëàòû.

Ïðèìåð 6 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 5).
Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà ñõåìà îïëàòû  «íå õî-

÷åøü — íå áåðè» ïðèìåò âèä

 t(x) = 



  

1
 2c , x ) 

1
 4c2 ,

+ ∞, x > 
1

 4c2 .
 

 !!!!

Èäåàëüíóþ äèñêðèìèíàöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü è â äðóãèõ
ôîðìàõ. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ èç íèõ — òàê íàçûâàåìûé äâóõ-
êîìïîíåíòíûé òàðèô:  îïëàòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ôèêñèðî-
âàííàÿ ñóììà A > 0 çà ïðàâî ïðèîáðåòåíèÿ (ëþáîãî êîëè÷åñòâà
òîâàðà) è ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó ïðèîáðåòåííîãî
òîâàðà (x) — p x, ò.å.

t(x) = A + p x.
Ïîäîáíàÿ ïðàêòèêà, íàïðèìåð, äåéñòâóåò â óâåñåëèòåëüíûõ

ïàðêàõ, ãäå ïëàòÿò è çà ïðàâî âõîäà, è çà êàæäûé àòòðàêöèîí â
îòäåëüíîñòè. Äëÿ ðåàëèçóåìîñòè ñõåìû âàæíî, ÷òî êóïèâøèé
ïðàâî âõîäà íå ìîæåò ïåðåïðîäàòü áëàãî (âûíåñòè è ïåðåïðîäàòü
àòòðàêöèîí).

Èäåàëüíóþ ñõåìó äèñêðèìèíàöèè ïðè äâóõêîìïîíåíòíîì òà-
ðèôå ìîæíî ðåàëèçîâàòü, åñëè óñòàíîâèòü öåíó åäèíèöû áëàãà p
íà óðîâíå v′(x*), à A âûáðàòü ðàâíûì (÷èñòîìó) ïîòðåáèòåëüñêîìó

x

t*

x*

v(x)

t(x)

кривые
безразличия

t
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èçëèøêó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ýòîìó âûïóñêó è ýòîé öåíå (ñì. Ðèñ.
47 à), ò.å.

 A = 
∞

3
p

x(p′) dp′ = 
x*

3
0

(v′(x) – p) dx = v(x*) – px*.

Ïðè òàêîé ñõåìå îïëàòû ïîòðåáèòåëü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå
ñõåìû «áåðè èëè óõîäè» âûáåðåò x = x* (ïðè ñòðîãîé âîãíóòîñòè
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè) (ñì. Ðèñ. 47 á).

Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 5).
Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà â ñõåìå îïëàòû ïî òèïó

äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà

A = 
1

 4c     è     p = c.

Ñõåìà îïëàòû èìååò âèä

 t(x) =  


  

1
 4c  + c x, x > 0,

0,  x = 0.
 

 !!!!

Äðóãàÿ ñõåìà ñîâåðøåííîé äèñêðèìèíàöèè ñîñòîèò â óñòà-
íîâëåíèè èíäèâèäóàëèçèðîâàííûõ öåí çà êàæäóþ «åäèíèöó»
ïðèîáðåòàåìîãî áëàãà.

Ïóñòü ∆x — (ïðîèçâîëüíàÿ) åäèíèöà áëàãà, è N òàêîâî, ÷òî
N∆x = x*. Çàäàäèì öåíó êàæäîé j-é åäèíèöû òîâàðà ïî ôîðìóëå:

 pj = v(j ∆x) – v((j – 1) ∆x).
Ïîêóïàÿ áëàãî â êîëè÷åñòâå x*, ïîòðåáèòåëü äîëæåí çàïëà-

òèòü ñóììó $
 

j pj, ðàâíóþ ïîòðåáèòåëüñêîìó èçëèøêó v(x*) – v(0) =

v(x*), â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñëîæèâ èíäèâèäóàëèçèðîâàííûå
öåíû.

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ äàííîé ñõåìû ïðèâåäåíà íà Ðèñ.
48. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ t(⋅) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
èìååò ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó (ñì. Ðèñ. 48 á), òàê ÷òî ðàçìåð «ñòó-
ïåíüêè» ðàâåí öåíå åäèíèöû áëàãà.

Â ïðåäåëå, ïðè N → ∞ (∆x → 0) äàííàÿ ñõåìà âñå áîëüøå ïðè-
áëèæàåòñÿ ê ñõåìå

 t(x) = v(x).

Ïðèìåð 8 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 5).

Ïóñòü N = 4. Òîãäà ∆x = 
1
4xi

* =  
1
4

 ⋅ 1
4c2 = 

1
16c2.

Ïîñêîëüêó v(x) = x, òî öåíû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

pj = j ∆x – (j – 1) ∆x,    i = 1, ..., 4.
Ò.å.

p1 = 1/4c, p2 = ( 2 – 1)/4c,
p3 = ( 3 – 2 )/4c, p4 = (2 – 3 )/4c.

 !!!!

Ìû ðàññìîòðåëè òðè ðàçëè÷íûå ñõåìû, ê êîòîðûì ìîæåò
ïðèáåãíóòü ìîíîïîëèñò. Íî ýòî íå åäèíñòâåííûå âîçìîæíûå ñõå-
ìû. Â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ ñõåìà îïëàòû ti(⋅) ïðè èäåàëüíîé
äèñêðèìèíàöèè äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êðèâàÿ âñþäó ëåæàëà âûøå êðèâîé vi(⋅), è êàñàëàñü êðèâîé vi(⋅) â
òî÷êå xi

*. Ïåðâîå òðåáîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïîòðåáèòåëü
äîëæåí äîáðîâîëüíî âûáðàòü xi = xi

*, âòîðîå òðåáîâàíèå ñîîòâåòñò-
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âóåò òîìó, ÷òî ïîòðåáèòåëü äîëæåí äîáðîâîëüíî ó÷àñòâîâàòü â
ñäåëêå — ïðèðîñò åãî ïîëåçíîñòè â ðåçóëüòàòå ñäåëêè äîëæåí
ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ äàíà íà Ðèñ. 49.

Êîëè÷åñòâî áëàãà, ïîêóïàåìîå êàæäûì ïîòðåáèòåëåì, òàêî-
âî, ÷òî ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè ðàâíû ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì. Òî
åñòü ñèòóàöèÿ ñ ïðîèçâîäñòâîì ýòîãî áëàãà òàêàÿ æå, êàê ïðè
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ïðîöåññå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äîõîäà îò ýòîé äåÿòåëüíîñòè. Â óñëîâèÿõ ñîâåðøåí-
íîé êîíêóðåíöèè ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê îñòàåòñÿ ó êàæäîãî
ïîòðåáèòåëÿ, à çäåñü îí öåëèêîì äîñòàåòñÿ ìîíîïîëèñòó. Åñëè
íàñ íå èíòåðåñóåò ïðîáëåìà ñïðàâåäëèâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äîõî-
äîâ, íàïðèìåð, åñëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åå ìîæíî ðåøèòü â ðàìêàõ
ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû íàëîãîâ è òðàíñôåðòîâ, òî ìû âèäèì, ÷òî
ïåðâàÿ ñõåìà äèñêðèìèíàöèè â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ïðè-
âîäèò ê ýôôåêòèâíûì âàðèàíòàì ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè
ìîíîïîëèñòà. Ò.î. ïðîáëåìà ñ íåýôôåêòèâíîñòüþ ìîíîïîëèè ñî-
ñòîèò íå â òîì, ÷òî ìîíîïîëèñò ïîëó÷àåò «ñâåðõïðèáûëü», à â
òîì, ÷òî îí íå ìîæåò îñóùåñòâëÿòü èäåàëüíóþ äèñêðèìèíàöèþ,
êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïàðåòî.

×òî ìåøàåò ìîíîïîëèñòó îñóùåñòâëÿòü èäåàëüíóþ äèñêðè-
ìèíàöèþ? Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïðè÷èíû.

1) Ñóùåñòâóåò âòîðè÷íûé ðûíîê (àðáèòðàæ). Òå ñäåëêè,
êîòîðûå ìîíîïîëèñò ñêîíñòðóèðîâàë äëÿ êàæäîãî ïîêóïàòåëÿ,
âïîëíå ìîãóò íå ðåàëèçîâàòüñÿ. Ïîòðåáèòåëü ìîæåò êóïèòü íå òî
êîëè÷åñòâî xi

*, êîòîðîå åìó ïðåäëàãàåòñÿ, à áîëüøåå êîëè÷åñòâî,
xi > xi

*, è ïåðåïðîäàòü xi – xi
* ïî âûãîäíîé öåíå äðóãîìó ïîòðåáèòå-

ëþ.
2) Ìîíîïîëèñò äîëæåí çíàòü ñëèøêîì ìíîãî. Îí äîëæåí

çíàòü ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ. Åñëè îí íå çíà-

åò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ èëè íå ìîæåò ðàç-
ëè÷àòü ïîòðåáèòåëåé, òî îí ïðîñòî íå ìîæåò ïðîâîäèòü èäåàëü-
íóþ äèñêðèìèíàöèþ.

3) Ïî êàêèì-òî ñîîáðàæåíèÿì, íàïðèìåð, ïî ñîîáðàæåíèÿì,
ñâÿçàííûì ñ îáåñïå÷åíèåì ðàâåíñòâà äîõîäîâ, äèñêðèìèíàöèÿ
ïåðâîãî òèïà ìîæåò áûòü çàïðåùåíà.

Ìîãóò âîçíèêíóòü è äðóãèå îáñòîÿòåëüñòâà, êîòîðûå ñïîñîá-
íû ïîìåøàòü ðåàëèçàöèè äàííîãî âàðèàíòà äèñêðèìèíàöèè. Ëþ-
áàÿ äèñêðèìèíàöèÿ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íå ìîæåò áûòü èäåàëü-
íîé. Ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îòñ÷åòà äëÿ ñðàâíåíèÿ èäåàëüíî-
ãî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè, ñ òåì, ÷òî â ðåàëüíîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì.

Äèñêðèìèíàöèÿ âòîðîãî òèïà (íåëèíåéíîå
öåíîîáðàçîâàíèå)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîíîïîëèñò íå èìååò âîçìîæíîñòè
ïðåäëàãàòü ðàçíûì ïîòðåáèòåëÿì ðàçíûå ñäåëêè (ëèáî ïîòîìó,
÷òî íå óìååò èõ ðàçëè÷àòü, ëèáî ïîòîìó, ÷òî îãðàíè÷åí çàêîíî-
äàòåëüñòâîì â ïðàâå òàêîé «ïåðñîíèôèöèðîâàííîé» äèñêðèìèíà-
öèè).

Ïîñêîëüêó ìîíîïîëèñò íå ìîæåò ðàçëè÷àòü ïîòðåáèòåëåé, òî
îí äîëæåí ïðåäëîæèòü îáùóþ äëÿ âñåõ ïîòðåáèòåëåé íåëèíåé-
íóþ ñõåìó îïëàòû t(⋅). Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû íå áûëî íèêàêèõ
ïðåïÿòñòâèé äëÿ ïåðåïðîäàæ, òî ëþáàÿ ñõåìà îïëàòû ñâåëàñü áû
ê îáû÷íîé ëèíåéíîé ñõåìå âèäà t(xi) = pxi. Òåì ñàìûì, àíàëèç
ïðè íàëè÷èå àðáèòðàæà ñîâïàäàåò ñ àíàëèçîì êëàññè÷åñêîé ìî-
äåëè ìîíîïîëèè, ðàññìîòðåííîé íàìè ðàíåå. Êàê è ðàíåå, ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü îòñóòñòâèå àðáèòðàæà, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî êà-
æäûé ïîòðåáèòåëü ïîòðåáëÿåò òî æå ñàìîå êîëè÷åñòâî áëàãà, êî-
òîðîå îí êóïèë.

Ïîíÿòíî, ÷òî, êàê è äèñêðèìèíàöèÿ ïåðâîãî òèïà, äèñêðè-
ìèíàöèÿ âòîðîãî òèïà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû äèñêðèìèíàöèè âòîðîãî òèïà ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé ñõåìû. Íèæå ìû
ðàññìîòðèì äâå ïðîñòåéøèå ñõåìû — ïàêåòíóþ äèñêðèìèíàöèþ
è äâóõêîìïîíåíòíûé òàðèô.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà
ðûíêå åñòü âñåãî äâà òèïà ïîòðåáèòåëåé. Òèïè÷íîãî ïîòðåáèòåëÿ
ïåðâîãî òèïà, íàçîâåì ãîñïîäèíîì Low, à òèïè÷íîãî ïîòðåáèòåëÿ

xi

 ti
*

xi
*

vi(xi)

 c(xi + 
 

$
j≠i

xj
*)

 ti(xi)
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âòîðîãî òèïà — ãîñïîäèíîì High.70 Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî  ãîñïîäèí Low ïðè ëþáûõ êîëè÷åñòâàõ îöåíèâàåò
ðàññìàòðèâàåìîå áëàãî íèæå, ÷åì  ãîñïîäèí High, ò.å.

vl′(x) < vh′(x) ∀ x,
÷òî âëå÷åò çà ñîáîé, ïðè vi(0) = 0 (i = l, h) òàêæå è ñîîòíîøåíèå

vl(x) < vh(x) ∀ x > 0.

ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÖÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÒÈÏÀ: ÏÀÊÅÒÍÀß ÄÈÑÊÐÈ-
ÌÈÍÀÖÈß

Â îáùåì ñëó÷àå ìîíîïîëèñò ìîæåò ïðåäëîæèòü ïîòðåáèòåëÿì
íà âûáîð k ïàêåòîâ: (xj, tj), j = 1, ..., k. Çàäà÷à ìîíîïîëèñòà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ïàêåòû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøóþ
ïðèáûëü (îò òåõ ïàêåòîâ, êîòîðûå åìó óäàñòñÿ ïðîäàòü). Ïðåæäå
âñåãî, ïðèâåäåì ìîäåëü ê ýêâèâàëåíòíîìó, íî áîëåå ïðîñòîìó âè-
äó.

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,
êîãäà ìîíîïîëèñò ïðåäëàãàåò òîëüêî äâà ïàêåòà (k = 2). (×èòàòåëü
ìîæåò ñàì ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàþùèå ýòî.)

Âî-âòîðûõ, âñïîìíèì ôàêò, óïîìèíàâøèéñÿ âûøå â êîíòåê-
ñòå äèñêðèìèíàöèè ïåðâîãî òèïà, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå ó÷àñòèÿ
íå âûïîëíåíî, òî ïîòðåáèòåëü óéäåò ñ ðûíêà, è ìîíîïîëèñò ïî-
ëó÷èò òàêóþ æå ïðèáûëü, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ïîòðåáèòåëü âû-
áðàë ïàêåò âèäà (xi, ti) = (0, 0). Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì òîëüêî òàêèõ ñõåì, ïðè êîòîðûõ íè îäèí ïîòðåáè-
òåëü íå óéäåò ñ ðûíêà. Äîáàâèì ýòî îãðàíè÷åíèå — óñëîâèå ó÷à-
ñòèÿ — ê çàäà÷å ìîíîïîëèñòà. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàäà÷ó (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèáûëè ìîíîïîëèñòà), íî àíà-
ëèç óïðîñòèòñÿ, òàê êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòàíåò áûòü ðàç-
ðûâíîé.

Â-òðåòüèõ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàêåòû ïîìå÷åíû èíäåê-
ñîì ó÷àñòíèêîâ:

(xl, tl)  è  (xh, th).
Ïåðâûé èç ïàêåòîâ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ãîñïîäèíà Low, à âòîðîé —
äëÿ ãîñïîäèíà High. Ïðè ýòîì â çàäà÷ó ìîíîïîëèñòà äîáàâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, ÷òî íè îäíîìó ïîòðåáèòåëþ
íå âûãîäíî âûáèðàòü ïàêåò, êîòîðûé åìó íå ïðåäíàçíà÷åí — òàê
íàçûâàåìîå условие самовыявления.

Äëÿ «ãîñïîäèíà Low» óñëîâèå ñàìîâûÿâëåíèÿ èìååò âèä

                                          
70 Òîò, êòî íå ïðèåìëåò àíãëèöèçìû, ìîæåò çàìåíèòü, íàïðèìåð,

èìåíà íà «Êîðîòûøêó» è «Äûëäó».

vl(xl) – tl # vl(xh) – th,
à äëÿ «ãîñïîäèíà High» —

vh(xh) – th # vh(xl) – tl.
Ïðè äîáàâëåíèè ýòèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷à îñòàåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîé èñõîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîòðåáèòåëè «ïîìåíÿþòñÿ
ïàêåòàìè», òî ìîæíî ïðîñòî ïîìåíÿòü èíäåêñû ïàêåòîâ. Åñëè æå
âñå ïîòðåáèòåëè âûáåðóò îäèí è òîò æå ïàêåò, òî ìîæíî ñäåëàòü
äðóãîé ïàêåò ñîâïàäàþùèì ñ âûáðàííûì ïîòðåáèòåëÿìè. Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ ïðèáûëü íå èçìåíèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü ìîäåëü, â êîòîðîé
ìîíîïîëèñò âûáèðàåò ñäåëêè èç ñåìåéñòâà ñäåëîê (xl, tl), (xh, th),
çàäàâàåìîãî óñëîâèÿìè ó÷àñòèÿ è ñàìîâûÿâëåíèÿ. Åñëè xl < xh, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà îïëàòû èìååò âèä

 t(x) = 



  tl,  x ) xl,

th,  xl < x ) xh,
+ ∞, x > xh.

 

Ñíà÷àëà ïîêàæåì ãðàôè÷åñêè (ñì. Ðèñ. 50), ÷òî òå ïàêåòû,
êîòîðûå ìîíîïîëèñò âûáðàë áû ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè, â
äàííîì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïðè ýòîì áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîå óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ïîñòîÿííû, c > 0. Êàæäîìó èç òèïîâ ïîòðå-
áèòåëåé ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè áóäåò ïðåäëîæåíà ñäåëêà

(xi, ti) = (xi
*, ti

*),
ïðè÷åì îáúåì xi

* áóäåò âûáðàí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
vi′(xi

*) = c,

xl
*

x

p

A

B

D

vl′(x)

vh′(x)

xh
*

C

E

F
c
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à ïëàòà ti

* áóäåò âûáðàíà ðàâíîé ïîòðåáèòåëüñêîìó èçëèøêó.
Íà Ðèñ. 50 ïëàòå ãîñïîäèíà Low, tl

*, ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäü
A + B + C, à ïëàòå ãîñïîäèíà High, th

*, — ïëîùàäü A + B + C + D +
E + F.

Åñëè «ïåðñîíèôèöèðîâàííàÿ» äèñêðèìèíàöèÿ íåîñóùåñòâè-
ìà è ïîòðåáèòåëè îáîèõ òèïîâ ìîãóò âûáèðàòü ëþáóþ èç äâóõ
ïðåäëîæåííûõ  èì ñäåëîê, òî âñå îíè ïðåäïî÷òóò ñäåëêó ïåðâîãî
òèïà, (xl

*, tl
*). Ãîñïîäèí High ïðåäïî÷òåò ñäåëêó ïåðâîãî òèïà, ïî-

ñêîëüêó åñëè îí ïîêóïàåò xl
* áëàãà ïî öåíå, ðàâíîé ïëîùàäè A +

B, òî åãî èçëèøåê ñîñòàâèò âåëè÷èíó C, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå,
êîãäà îí ñîãëàøàåòñÿ íà ñäåëêó âòîðîãî òèïà, åãî èçëèøåê ðàâåí
íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäèòåëü äîëæåí òàê ñêîíñòðóèðîâàòü
âòîðîé òèï ñäåëêè, ÷òîáû îí êîìó-òî áûë íóæåí. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñäåëêà âòîðîãî òèïà äëÿ ãîñïîäèíà High îêàçàëàñü íå ìåíåå
ïðèâëåêàòåëüíîé, ÷åì ñäåëêà ïåðâîãî òèïà,  ìîíîïîëèñò äîëæåí
óìåíüøèòü âçèìàåìóþ ñ íåãî ïëàòó íà âåëè÷èíà íå ìåíüøóþ,
÷åì ïëîùàäü ôèãóðû C (ò.å. vh(xl

*) – vl(xl
*)). Ïðè ýòîì ãîñïîäèí

High îêàçûâàåòñÿ áåçðàçëè÷íûì ê âûáîðó ìåæäó ñäåëêîé ïåðâî-
ãî è âòîðîãî òèïà, íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, êàê è ðàíåå, ÷òî èç êà-
êèõ-òî âíåìîäåëüíûõ ñîîáðàæåíèé îí âñåãäà áóäåò ïðåäïî÷èòàòü
òî, ÷òî åìó ïðåäíàçíà÷åíî, ò.å. ñäåëêó âòîðîãî òèïà. Òàêèì îáðà-
çîì, îïòèìàëüíûå ñäåëêè áóäóò èìåòü âèä

 (xl
*, vl(xl

*))    è    (xh, vh(xh
*) – [vh(xl

*) – vl(xl
*)]).

Ýòà ñèñòåìà ñäåëîê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñàìîâûÿâëåíèÿ:
ïîòðåáèòåëü êàæäîãî òèïà ïðåäïî÷èòàåò ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ
íåãî ñäåëêó. Íà Ðèñóíêå 50 ïëàòà ïî ñäåëêàì âòîðîãî òèïà ðàâíà
ïëîùàäè A + B + D + E + F.

Õîòÿ äàííàÿ ñèñòåìà ñäåëîê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ó÷àñòèÿ
è ñàìîâûÿâëåíèÿ, îíà íå îïòèìàëüíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäè-
òåëÿ, ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà Ðèñ. 51. Äåéñòâèòåëüíî, ìîíî-
ïîëèñò ìîæåò óâåëè÷èòü ñîâîêóïíóþ ïðèáûëü îò ýòèõ ñäåëîê,
ïîíèæàÿ xl

* íà ∆xl.
Åñëè óìåíüøèì xl

* íà ∆xl > 0, òîãäà ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà
óïàäåò îò òîãî, ÷òî îí ñîêðàùàåò êîëè÷åñòâî, ïðåäëàãàåìîå äëÿ
ñäåëêè ïåðâîìó ïîòðåáèòåëþ íà âåëè÷èíó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
. (ðàíüøå ìîíîïîëèñò ïîëó÷àë âñþ ïëîùàäü B, à ñåé÷àñ — ïëî-
ùàäü B çà âû÷åòîì ïëîùàäè ìàëîãî òðåóãîëüíèêà ., ò.å. ïëî-
ùàäü  B′).  Ïðè ýòîì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèáûëü îò êàæäîé
ñäåëêè ïåðâîãî òèïà óìåíüøèòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ êâàäðàòó ∆xl (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ∆xl ïëîùàäü òðåóãîëüíè-
êà . âåëè÷èíà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è (∆xl)

2).
Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîïîëèñò âûíóæäåí îáåñïå÷èòü ãîñïîäèíó

High íåêîòîðûé èçëèøåê, äëÿ òîãî, ÷òîáû îí íå ïðåòåíäîâàë íà
ñäåëêó, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ãîñïîäèíà Low. Ïðåæíåìó êîëè÷å-
ñòâó xl

* ñîîòâåòñòâîâàë èçëèøåê C. Ñîêðàòèâ  êîëè÷åñòâî xl
*,

ïðåäëàãàåìîå ãîñïîäèíó Low, íà âåëè÷èíó ∆xl, ìîíîïîëèñò äîë-
æåí îáåñïå÷èòü ãîñïîäèíó High èçëèøåê C ′, êîòîðûé ìåíüøå C
íà ïëîùàäü òðàïåöèè /. Ïëîùàäü ýòîé òðàïåöèè â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíà ∆xl.

Òàêèì îáðàçîì ïðè ìàëûõ ∆xl ïîòåðè ïðèáûëè îò ñäåëêè ñ
ãîñïîäèíîì Low áóäóò êîìïåíñèðîâàíû óâåëè÷åíèåì ïðèáûëè îò
ñäåëêè ñ ãîñïîäèíîì High. Òåì ñàìûì, ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà
âûðàñòåò.

Ìîæíî ïðîäîëæàòü ñîêðàùàòü xl. Ïðè íåêîòîðîé âåëè÷èíå xl

ïðèðîñò ïðèáûëè îò ñäåëêè ñ ãîñïîäèíîì High íå áóäåò ïîêðû-
âàòü ïàäåíèå ïðèáûëè îò ñäåëêè ñ ãîñïîäèíîì Low. Ïî-
âèäèìîìó, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà xl, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñäåëîê, äàþùåé ìîíîïîëèñòó
ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñ-
òåìû ñäåëîê ôîðìàëüíî. Ìû áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìî-
íîïîëèñò èìååò äåëî ñ  ml > 0 îäèíàêîâûìè ó÷àñòíèêàìè òèïà

��������
��������

��������
��������

����������������

xl
* – ∆xl

x

p

A′

B′

D′

v′ l(x)

v′h(x)

xh
*

C ′

E′
F ′

c
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....
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«ãîñïîäèí Low» è mh > 0 îäèíàêîâûìè ó÷àñòíèêàìè òèïà «ãîñïî-
äèí High». Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ñäåëîê {(x

P
l , t

P
l ),

(x
P
h, t

P
h)} îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:
  Π = ml

 tl  + mh
 th – c(mlxl + mhxh) → max

 
 xl

 , tl
 , xh

 , th#0.
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

tl ) vl(xl), (1l)
     th ) vh(xh), (1h)

(óñëîâèÿ ó÷àñòèÿ)
vl(xl) – tl # vl(xh) – th

 , (2l)
vh(xh) – th # vh(xl) – tl. (2h)

(óñëîâèÿ ñàìîâûÿâëåíèÿ)
Ïîñêîëüêó ìîíîïîëèñò ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü, òî ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî èç êàæäîé ïàðû ((1l), (2l)) èëè ((1h), (2h)) îãðàíè-
÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â òî÷êå ìàêñèìóìà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âîçìîæíî óâåëè÷èòü ïðèáûëü, ïîâûñèâ, íå íàðóøàÿ îãðà-
íè÷åíèé, ïëàòó äëÿ òîãî ó÷àñòíèêà, äëÿ êîòîðîãî ýòî íå âûïîë-
íÿåòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ãîñïîäèíà Low àêòèâíûì îêàæåòñÿ òîëüêî
ïåðâîå èç åãî îãðàíè÷åíèé (äîáðîâîëüíîñòü), à äëÿ ãîñïîäèíà
High, íàîáîðîò, òîëüêî âòîðîå (ñàìîâûÿâëåíèå).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå t
P
h =

vh(x
P
h). Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå â îãðàíè÷åíèå ñàìîâûÿâ-

ëåíèÿ ýòîãî æå ó÷àñòíèêà è ïðîèçâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùå-
íèÿ, ïîëó÷èì t

P
l  # vh(x

P
l ).

È èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî vl(x) < vh(x) ∀ x > 0, ïðèäåì ê
ñîîòíîøåíèþ t

P
l  > vl(x

P
l ), êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åíèþ äîáðî-

âîëüíîñòè (1l). Òàêèì îáðàçîì,
vh(x

P
h) – t

P
h = vh(x

P
l ) – t

P
l. (2h=)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (2l) âûïîëíåíî êàê ðàâåíñòâî, ò.å.
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå vl(x

P
l ) – t

P
l  = vl(x

P
h) – t

P
h. Ñëîæèâ åãî ñ (2h=),

ïîëó÷èì
           vh(x

P
h) – vh(x

P
l ) = vl(x

P
h) – vl(x

P
l ).

Ïðåäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

 

x
P
h

3
x

P
l

v′h(x)dx =

x
P
h

3
x

P
l

v′ l(x)dx.

Ýòî ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, ÷òî vl′(x) < vh′(x) ∀ x > 0, (ïî-
äûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñïðàâà âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå ñëåâà). Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x

P
h ≠ x

P
l, ÷òî

÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

t
P
l  = vl(x

P
l ), (1l=)

Èñïîëüçóÿ ñóùåñòâåííîñòü îãðàíè÷åíèé (2l) è (1l), ò.å. ñîîò-
íîøåíèÿ (2l=), (1h=), ìû ìîæåì óïðîñòèòü çàäà÷ó ìîíîïîëèñòà,
ñâåäÿ åå ê ñëåäóþùåé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè: 

ml
 vl(xl) + mh

 [vh(xh) – vh(xl) + vl(xl)] – c(mlxl + mhxh) → max
 
 xl

 , xh

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîíîïîëèñò ïðåäëàãàåò ñäåëêè ïîêó-
ïàòåëÿì îáîèõ òèïîâ, ò.å. x

P
l , x

P
h ïîëîæèòåëüíû, íåîáõîäèìûì (è

äîñòàòî÷íûì ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèÿõ ïîëåçíî-
ñòè) óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ñäåëîê ÿâëÿåòñÿ, ðàâåíñòâî íóëþ
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ìàêñèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, ò.å. îïòèìóì
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü äâóì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

(ml + mh) v′ l(x
P
l ) – mh

 v′h(x
P
l ) = ml

 c ′(mlx
P
l+ mhx

P
h),

v′h(x
P
h) = c ′(mlx

P
l  + mhx

P
h).

Èòàê, â ñäåëêå, ïðåäíàçíà÷åííîé ãîñïîäèíó High, ïðåäëàãàå-
ìîå êîëè÷åñòâî x%h ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì xh

*, (êî-
òîðîå îí ïîëó÷èë áû è ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, è ïðè
èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè). Íî ïðèñóòñòâèå ãîñïîäèíà High îêà-
çûâàåò îòðèöàòåëüíîå âíåøíåå âëèÿíèå íà ãîñïîäèíà Low — â
ïðåäëàãàåìîé åìó ñäåëêå êîëè÷åñòâî áëàãà íèæå, ÷åì ïðè èäå-
àëüíîé äèñêðèìèíàöèè (è â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåí-
öèè). Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ml vl′(x
P
l ) = ml c

 ′(mlx
P
l  + mhx

P
h) + mh

 [vh′(x
P
l ) – vl′(x

P
l )].

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

x
P
l

x

p

A

B

D

v′ l(x)

v′h(x)

x
P
h

C 

E

F

c
G

xl
*
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 vl′(x

P
l ) > c ′(mlx

P
l  + mhx

P
h).

Ïîÿñíèì îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó ñäåëîê íà ãðàôèêå â ñëó÷àå
ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê, c ′(y) = c (ñì. Ðèñ. 52).

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé êîíòðàêò äëÿ ãîñïîäèíà Low õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â òî÷êå xl = x

P
l îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìå-

æäó êðèâûìè ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè äâóõ ó÷àñòíèêîâ ê ðàñ-
ñòîÿíèþ ìåæäó êðèâîé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè ãîñïîäèíà Low è
êðèâîé ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ðàâíî îòíîøåíèþ êîëè÷åñòâà ó÷à-
ñòíèêîâ òèïà ãîñïîäèíà Low ê êîëè÷åñòâó ó÷àñòíèêîâ òèïà ãîñ-
ïîäèíà High:

 vh′(x
P
l ) – vl′(x

P
l )

vl′(x
P
l ) – c ′(mlx

P
l  + mhx

P
h)

 = 
vh′(x

P
l ) – vl′(x

P
l )

vl′(x
P
l ) – c

 = 
ml

mh
.

Êîãäà êîëè÷åñòâî ïîòðåáèòåëåé êàæäîãî òèïà îäèíàêîâî, ñî-
îòâåòñòâóþùèå îòðåçêè ðàâíû, ÷òî è èçîáðàæåíî íà ãðàôèêå.

Ñîãëàñíî îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñäåëîê ãîñïîäèí High çàïëà-
òèò çà ñâîé ïàêåò ñóììó, ðàâíóþ ïëîùàäè A + B + D +E + F + G, à
ãîñïîäèí Low çàïëàòèò çà ñâîé ïàêåò ñóììó, ðàâíóþ ïëîùàäè A +
B.

Ïðèâåäåì ñðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ïàêåòíîé äèñêðèìèíàöèè
ñ èäåàëüíîé â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà  ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ïî-
ñòîÿííû. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè ìîíîïî-
ëèñò ïðåäëàãàåò äâà ïàêåòà {(xl

*, tl
*), (xh

*, th
*)}, òàêèå, ÷òî

vl′(xl
*) = c   è   vh′(xh

*) = c,
tl

* = vi(xl
*)   è   th

* = vi(xh
*).

1. Ïîñêîëüêó v′h(x
P
h) = c ′(mlx

P
l  + mhx

P
h) = c , òî x

P
h = xh

*, ò.å. ãîñïî-
äèí High ïðèîáðåòàåò òî æå êîëè÷åñòâî áëàã. Îäíàêî îí çàïëàòèò
ìåíüøå, ÷åì ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè. Äåéñòâèòåëüíî ïëà-
òà ãîñïîäèíà High, th

* = vi(xh
*), ðàâíà ïëîùàäè A + B + C +D +E + F +

G, ÷òî áîëüøå, ÷åì
 t

P
h = th

* + t
P
l  – vh(x

P
l ) = th

*  – [vh(x
P
l ) – vl(x

P
l )]

(ñì. ðàâåíñòâî (2h=)), ÷òî ðàâíî ïëîùàäè A + B + D +E + F + G.
Ðàçíèöà, vh(x

P
l ) – vl(x

P
l ), åñòü ïëîùàäü ôèãóðû C. Òàêèì îáðàçîì

ïðèñóòñòâèå  ãîñïîäèíà Low (è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìîíîïî-
ëèñò èõ íå ìîæåò ðàçëè÷àòü) îêàçûâàåò áëàãîïðèÿòíîå âëèÿíèå
íà óðîâåíü áëàãîñîñòîÿíèÿ ãîñïîäèíà High (òåì áîëüøåå, ÷åì
áîëüøå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ïåðâîãî òèïà).

2. Ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè åñëè vl′(0) > c (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, vh′(0) > 0), òî xl

* > 0 è xh
* > 0. Ïðè îïòèìàëüíîé ïàêåòíîé

äèñêðèìèíàöèè ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ëèøü, ÷òî x
P
h > 0 (âíå

çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ îáîèõ òèïîâ, ml  è mh),

ò.å. ëþáîé ó÷àñòíèê òèïà «ãîñïîäèí High» áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ.
Îäíàêî ó÷àñòíèêè òèïà «ãîñïîäèí Low» áóäóò îáñëóæèâàòüñÿ
òîëüêî åñëè äîëÿ òàêèõ ó÷àñòíèêîâ äîñòàòî÷íî âåëèêà. (Äîêàæè-
òå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.)

3. Åñëè ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ó÷àñòíèê òèïà «ãîñïîäèí
High», îáúåì ïîòðåáëåíèÿ áëàãà ïîòðåáèòåëÿìè òèïà «ãîñïîäèí
Low» áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðè èäåàëüíîé äèñêðèìèíàöèè. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî áóäóò èìåòü ìåñòî ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ:

DL = ml ⋅ ( )[vl(xl
*) + vh(xh

*) – (xl
*

 + xh
*)c] – [vl(x

P
l ) + vh(x

P
h) – (x

P
l  + x

P
h)c]  =

 = ml ⋅ ( )vl(xl
*) – vl(x

P
l ) – (xl

*
  – x

P
l )c  > 0.

Èòàê, îò íåâîçìîæíîñòè ðàçëè÷åíèÿ ó÷àñòíèêîâ ìîíîïîëè-
ñòîì ïðè ïàêåòíîé äèñêðèìèíàöèè Low íè÷åãî íå âûèãðàë è íå
ïðîèãðàë (îí âûïëà÷èâàåò âåñü ñâîé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê),
õîòÿ åãî óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ èçìåíèëñÿ, âûèãðàë High (ïîëó÷èë
âûèãðûø, ðàâíûé ïëîùàäè C), à ìîíîïîëèñò ïðîèãðàë (åãî ïðè-
áûëü óìåíüøèëàñü íà âåëè÷èíó mh⋅(ïëîùàäü C) + ml ⋅(ïëîùàäü
G)). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêëè ÷èñòûå ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ, èçìå-
ðÿåìûå âåëè÷èíîé ml ⋅(ïëîùàäü G).

Íà Ðèñ. 53 ïðåäñòàâëåíà îïòèìàëüíàÿ ñõåìà â äðóãîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ó ãîñïîäèíà Low íå îñòàåòñÿ ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî èçëèøêà, òî åãî êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó (x

P
l , t

P
l ), äîëæíà òàêæå ïðîõîäèòü ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

(íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðèíÿëè vl(0) = 0). Ãîñïîäèí High áåçðàçëè÷åí
ê âûáîðó ìåæäó ïàêåòàìè, ïîýòîìó åãî êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ,

x

t
P
l

t(x)

x
P
l

vl(x)

vh(x) – [vh(x
P
h) – t

P
h]

x
P
h

t
P
h
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ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x

P
l , t

P
l ), äîëæíà ïðîõîäèòü òàêæå è ÷åðåç

òî÷êó (x
P
h, t

P
h).

Ïðèìåð 9.
Ïóñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ãîñïîäèíà Low è ãîñïîäèíà High

èìåþò âèä ul(xl, zl) = xl  + zl   è uh(xh, zh) = 2 xh  + zh, ñîîòâåòñòâåí-
íî, à ôóíêöèÿ èçäåðæåê ëèíåéíà: c(x) = cx. Òîãäà îïòèìàëüíûå
îáúåìû x

P
i, ãäå i = l, h, äëÿ ýòèõ òèïîâ ïîòðåáèòåëåé íàõîäÿòñÿ èç

ñèñòåìû óðàâíåíèé:

  (ml + mh) 
1

 2 x
P
l  

 – mh
 1

x
P
l  

 = ml
 c,

 1

 x
P
h 

 = c.

Åñëè ml > mh , òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäóò ïðåäëàãàòüñÿ ñäåëêè òîëüêî îäíîãî
òèïà):

x
P
l  = ( )

ml – mh

2 ml
 c

2

 x
P
h =  

1
 c2 .

Ïðè ýòîì ïëàòà çà ïðèîáðåòàåìîå áëàãî áóäåò ðàâíà:

t
P
l  = vl(x

P
l ) = 

ml – mh

2 ml
 c ,

t
P
h = vh(x

P
h) – vh(x

P
l ) + vl(x

P
l ) =  

3 ml + mh

2 ml
 c .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ml îòíîñèòñÿ ê mh êàê 2 ê 1, ïîëó-
÷èì

 x
P
l  =  

1
 16c2 , x

P
h =  

1
 c2 ,

t
P
l  = 

1
 4c , t

P
h = 

7
 4c .

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ãîñïîäèí Low ïëàòèò çà åäèíèöó áëàãà 4c, à

ãîñïîäèí High — 
7c
 4 .

Íàéäåì òàêæå ÷èñòûå ïîòåðè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ.
Îíè ðàâíû:

DL = ml ⋅ ( )vl(xl
*) – vl(x

P
l ) + c(x

P
l  + x

P
h) – c(xl

*
 + x

P
h)  =

= ml ⋅ ( )vl(xl
*) – vl(x

P
l ) + (x

P
l  – xl

*)c .

Íàïîìíèì, ÷òî xl
* =  

1
 4c2 , ïîýòîìó

DL = ml ⋅  
1

 2c  – 
ml – mh

2 ml
 c  +  ( )

ml – mh

2 ml
 c

2

  – 
1

 4c2 
 c  = 

mh
2

4 ml
 c

 .

Êîãäà äîëÿ ó÷àñòíèêîâ òèïà «ãîñïîäèí High» ïðåíåáðåæèìî
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äîëåé ó÷àñòíèêîâ òèïà «ãîñïîäèí Low», òî

ñõåìà îïëàòû ïðèáëèæàåòñÿ ê ñõåìå îïëàòû ïðè èäåàëüíîé äèñ-
êðèìèíàöèè, è ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ áëèçêè ê íóëþ.   !!!!

ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÖÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÒÈÏÀ: ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÉ
ÒÀÐÈÔ

Âòîðàÿ (ïî ïîðÿäêó, íî íå ïî çíà÷åíèþ) ðàññìàòðèâàåìàÿ
íàìè ñõåìà ðåàëèçàöèè âòîðîãî òèïà äèñêðèìèíàöèè – ýòî äâóõ-
êîìïîíåíòíûé òàðèô. Îïðåäåëåíèå äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà
ðàññìàòðèâàëîñü íàìè íà ñòð. 78. Íàïîìíèì, ÷òî  ñõåìà ðåàëèçà-
öèè äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà èìååò âèä: t(x) = A + p x. Òîò
ôàêò, ÷òî ïîòðåáèòåëè èìåþò âîçìîæíîñòü íè÷åãî íå ïîêóïàòü
íà ðûíêå, ìîæíî ó÷åñòü â ôóíêöèè t(x), òàê ÷òî îíà â ðåçóëüòàòå
ïðèîáðåòåò âèä:

t(x) = 


  A + p x, x > 0,
0,  x = 0.  

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíîãî äâóõ-
êîìïîíåíòíîãî òàðèôà (A, p), íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî ðàññìîò-
ðåòü ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëåé, ñòàëêèâàþùèõñÿ ñ òàêîé ñõåìîé
îïëàòû. Åñëè ïîòðåáèòåëü ïîêóïàåò áëàãî â ïîëîæèòåëüíîì êî-
ëè÷åñòâå (xi > 0), òî èç-çà êâàçèëèíåéíîãî õàðàêòåðà ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè âåëè÷èíà A íå âëèÿåò íà âûáîð xi. Ïî ñóòè äåëà, áþä-
æåòíîå îãðàíè÷åíèå, ïðè äâóõêîìïîíåíòíîì òàðèôå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îáû÷íîå áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå äîõîäó ωi – A. Ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ ïðè äàííîé âåëè÷èíå p íà-
õîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

v′ i(xi) = p.
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v′ i(⋅) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ ôóíê-

öèþ ñïðîñà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðÿìûå ôóíê-
öèè ñïðîñà, çàäàâàåìûå óñëîâèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷åðåç Dh(p)
è Dl(p) äëÿ ãîñïîäèíà High è ãîñïîäèíà Low ñîîòâåòñòâåííî. Â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîâîêóïíûé ñïðîñ, ñ êîòîðûì ñòîëêíåòñÿ ìî-
íîïîëèñò, íàçíà÷èâ öåíó p, áóäåò ðàâåí

D(p) = mhDh(p) + mlDl(p).
Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî vi(Di(p)) – A – pDi(p) ìåíüøå vi(0) = 0, òî

ïîòðåáèòåëþ âûãîäíî âûáðàòü xi = 0, à íå xi = Di(p). Îòñþäà ïîëó-
÷èì óñëîâèå ó÷àñòèÿ:

vi(Di(p)) – A – pDi(p) # 0.
Ìû â äàëüíåéøåì ðàçáåðåì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà îïòèìàëü-

íîå äëÿ ìîíîïîëèñòà ðåøåíèå âíóòðåííåå, â òîì ñìûñëå, ÷òî êà-
æäûé ïîòðåáèòåëü ïîêóïàåò áëàãî â ïîëîæèòåëüíîì êîëè÷åñòâå,
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ò.å. xi > 0. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî óñëîâèå ó÷àñòèÿ âûïîëíåíî äëÿ
êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ. (Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
íå âíóòðåííåå, òî îíî äîëæíî èìåòü ñëåäóþùèé âèä: ïîòðåáëå-
íèå ïîòðåáèòåëåé òèïà «ãîñïîäèí Low» ðàâíî íóëþ, à â îòíîøå-
íèè ïîòðåáèòåëåé òèïà «ãîñïîäèí High» ìîíîïîëèñò ïðîâîäèò
èäåàëüíóþ äèñêðèìèíàöèþ ïî äâóõêîìïîíåíòíîé ñõåìå. ×èòà-
òåëü ìîæåò äîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé ó÷àñòèÿ â òî÷êå îïòèìóìà
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîíî-
ïîëèñò ìîã áû óâåëè÷èòü ïðèáûëü, óâåëè÷èâ ôèêñèðîâàííóþ
ïëàòó A. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî
êàê ðàâåíñòâî äëÿ ïîòðåáèòåëåé òèïà «ãîñïîäèí Low». Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü ýòî íå òàê, è äëÿ ãîñïîäèíà High âûïîëíåíî

 vh(xh) – A – pxh = 0.
Ïîñêîëüêó ãîñïîäèí High âûáðàë xh, à íå xl, òî äàííîå äîïó-

ùåíèå âëå÷åò
 vh(xl) – A – pxl ) vh(xh) – A – pxh = 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, vh(x) > vl(x) ∀ x, ïîýòîìó
 vl(xl) – A – pxl < vh(xl) – A – pxl ) 0.

Íî ýòî îçíà÷àåò íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ ó÷àñòèÿ äëÿ ãîñïîäèíà
Low, ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå ìîæåò áûòü âåðíûì. Çíà-
÷èò, vh(xh) – A – pxh > 0 è

 vl(xl) – A – pxl = 0.
Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè äàííîé öåíå p ìîíîïîëè-

ñòó âûãîäíî íàçíà÷èòü ôèêñèðîâàííóþ ïëàòó íà óðîâíå ïîòðåáè-
òåëüñêîãî èçëèøêà ãîñïîäèíà Low.

 A(p) = vl(Dl(p)) – pDl(p).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà êàê
ôóíêöèþ öåíû p:

  Π(p) = (ml
  + mh)[vl(Dl(p)) – pDl(p)] + pD(p) – c(D(p)).

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèáûëü ìî-
íîïîëèè, êîòîðàÿ íå ïðèìåíÿåò öåíîâóþ äèñêðèìèíàöèþ. Îáî-
çíà÷èì åå ÷åðåç ΠND

 (p). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
          Π(p) = (ml

  + mh)[vl(Dl(p)) – pDl(p)] + ΠND
 (p).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî p, ïîëó÷èì

  
dΠ
dp (p) = (ml

  + mh)[(vl′(Dl(p)) – p)⋅Dl
′(p) – Dl(p)] + 

dΠND
 

dp (p).

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ïîòðåáèòåëÿ:

vl′(Dl(p)) = p.
Èìååì

dΠ
dp (p) = – (ml

  + mh)Dl(p) + 
dΠND

 

dp (p).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç p
TP
  îïòèìàëüíóþ öåíó, ÿâëÿþùóþñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è
 Π(p)  → max

 
 p #0

 ,
òî

 – (ml
  + mh)Dl(p

TP
 ) + 

dΠND
 

dp (p
TP
 ) ) 0,

ïðè÷åì åñëè ðåøåíèå âíóòðåííåå (p
TP
  > 0), òî

 – (ml
  + mh)Dl(p

TP
 ) + 

dΠND
 

dp (p
TP
 ) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 
dΠND

 

dp (p
TP
 ) > 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p

TP
  íå

ìîæåò ñîâïàäàòü ñ öåíîé p
ND
 , êîòîðóþ áû íàçíà÷èëà íåäèñêðèìè-

íèðóþùàÿ ìîíîïîëèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè  p
TP
  < p

ND
 .

Ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà  ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû,
«ïëàòû çà âõîä», ðàâíîé ïîòðåáèòåëüñêîìó èçëèøêó ãîñïîäèíà
Low, è ïåðåìåííîé ÷àñòè, çàâèñÿùåé îò îáúåìà ïðîäàæ. Ïåðå-
ìåííàÿ ÷àñòü äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè p = p

ND
 , à ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü

óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ öåíû. Ôîðìàëüíî:
 p

ND
 D(p

ND
 ) – c(D(p

ND
 )) # pD(p) – c(D(p))  ∀ p # 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè p # p
ND
 

 A(p
ND
 ) = vl(Dl(p

ND
 )) – p

ND
 Dl(p

ND
 ) # vl(Dl(p)) – pDl(p) = A(p),

îòêóäà
 (ml

  + mh)A(p
ND
 ) + p

ND
 D(p

ND
 ) – c(D(p

ND
 )) #

  # (ml
  + mh)A(p) +  pD(p) – c(D(p)).

x

x
TP
h

 vl(x)

t(x)

A

 vh(x) – [vh(x
TP
h ) – A – px

TP
h ]

x
TP
l

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 54545454
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Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà ïðè ëþáîì p # p

ND
 

íå ïðåâûøàåò ïðèáûëü ïðè p = p
ND
 .

Òàêèì îáðàçîì, p
TP
  < p

ND
 . Èç óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà ñëåäó-

åò, ÷òî ïðîèçâîäèìîå êîëè÷åñòâî áëàãà ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ-
êîìïîíåíòíîãî òàðèôà, y

TP
  = D(p

TP
 ),  âûøå, ÷åì áåç äèñêðèìèíà-

öèè: y
TP
  > y

ND
 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñïèñûâàÿ
dΠND

 

dp (p
TP
 ) = D(p

TP
 ) + [p

TP
  – c′(D(p

TP
 ))] D′(p

TP
 ),

è ïîäñòàâëÿÿ
 D(p

TP
 ) = mhDh(p

TP
 ) + mlDl(p

TP
 )

ïîëó÷èì, ÷òî
mh[Dh(p

TP
 ) – Dl(p

TP
 )] + [p

TP
  – c′(D(p

TP
 ))] D′(p

TP
 ) = 0.

Ïðè ñäåëàííîì íàìè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî v′ l(x) < v′h(x), äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

 Dl(p) < Dh(p),
ïîýòîìó

 p
TP
  > c′(D(p

TP
 )).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëî îïòèìàëüíîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ
— ðàâåíñòâî öåíû ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì — íå âûïîëíåíî, è
ïðîèçâîäèìîå êîëè÷åñòâî áëàãà, y

TP
  = D(p

TP
 ), ìåíüøå îïòèìàëüíîãî

ñ îáùåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà, y-,  êîòîðîå äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

 D(c′(y-)) = y-.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýòîé ñõåìå öåíîîáðàçîâàíèÿ öåíà, êîòî-

ðóþ êàæäûé ïîòðåáèòåëü ïëàòèò çà åäèíèöó ïðîäóêöèè íèæå,
÷åì ïðè ëèíåéíîì òàðèôå. À ïîýòîìó   âåëè÷èíà ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî èçëèøêà êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ, à çíà÷èò è âåëè÷èíà ñîâî-
êóïíîãî èçëèøêà, âûøå, ÷åì ïðè ëèíåéíîì (íåäèñêðèìèíèðóþ-
ùåì) öåíîîáðàçîâàíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçîâàíèå äâóõ-
êîìïîíåíòíîãî òàðèôà óìåíüøàåò ÷èñòûå ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ
ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäèñêðèìèíèðóþùåé ìîíîïîëèåé, õîòÿ âåëè÷è-
íà ÷èñòûõ ïîòåðü îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.

Ïðèìåð 10.
Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

ãîñïîäèíà Low è ãîñïîäèíà High èìåþò âèä ul(xl, zl) = xl  + zl   è
uh(xh, zh) = 2 xh  + zh, ñîîòâåòñòâåííî, à ôóíêöèÿ èçäåðæåê, à
ôóíêöèÿ èçäåðæåê ëèíåéíà: c(x) = cx.

Ôóíêöèè ñïðîñà èìåþò âèä

 Dl(p) = 
1

 4p2    è    Dh(p) = 
1

 p2 .

Îòñþäà ôóíêöèÿ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà ðàâíà

 D(p) = 
ml + 4mh

 4p2 ,

à åå ïðîèçâîäíàÿ —

 D′(p) = – 
ml + 4mh

 2p3 .

Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
 mh[Dh(p

TP
 ) – Dl(p

TP
 )] + [p

TP
  – c′(D(p

TP
 ))] D′(p

TP
 ) = 0,

ïîëó÷èì

 
3mh

 4(p
TP
 )

 2
  

 – [p
TP
  – c] ml + 4mh

 2(p
TP
 )

 3
  

 = 0,

îòêóäà

p
TP
  =  

2 ml + 8mh

2 ml + 5mh
 c > c.

Ôèêñèðîâàííàÿ ïëàòà ðàâíà

 A = vl(Dl(p
TP
 )) – p

TP
 Dl(p

TP
 ) = 

1
 2p

TP
  

 – 
1

 4p
TP
  

 = 
1

 4p
TP
  

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü öåíó íàçíà÷àåìóþ äèñêðèìèíè-
ðóþùèì ìîíîïîëèñòîì ñ öåíîé íåäèñêðèìèíèðóþùåãî ðàññìîò-
ðèì óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ íåäèñêðèìèíèðóþùåé ìîíîïî-
ëèè:

 D(p
ND
 ) + [p

ND
  – c′(D(p

ND
 ))] D′(p

ND
 ) = 0,

îòêóäà

 
1

 (p
ND
 )

2
  

(ml/4 + mh) – [p
ND
  – c] 2

 (p
ND
 )

3
  

(ml/4 + mh) = 0

è
p

ND
  =  2 c > p

TP
 .

Òåïåðü ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèåì äâóõêîìïîíåíòíîãî
òàðèôà è ïàêåòíîé äèñêðèìèíàöèè êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâà,
òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîíîïîëèñòà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷èñòûå
ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî  òàðèôà (â ñëó÷àå
ïàêåòíîé äèñêðèìèíàöèè ÷èñòûå ïîòåðè áûëè âû÷èñëåíû íàìè
ðàíåå) è ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà â ýòèõ ñèòóàöèÿõ. ×èñòûå ïîòåðè
áëàãîñîñòîÿíèÿ â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà ðàâíû:

DL = ml Dl(c)  + mh⋅2 Dh(c)  – cD(c) –

  – [ml Dl(p
TP
 )  + mh⋅2 Dh(p

TP
 )  – cD(p

TP
 )]=

=  
ml + 4mh

 2c  –  
ml + 4mh

 4c  – 
ml + 4mh

 2p
TP
  

 + c 
ml + 4mh

 4(p
TP
 )2 

 =

= 
ml + 4mh

 4c (1 – 
2c

 p
TP
  

 +  
c2

 (p
TP
 )2 

) = 
ml + 4mh

 4c 
 (1  – 

c
 p

TP
  

)
2
  =
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= 
ml + 4mh

 4c 
 (1  – 

2 ml + 5mh

2 ml + 8mh
)

2
  = 

9mh
2

16(ml + 4mh)c. 

Ñ òî÷êè çðåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà îäíîçíà÷íîãî âûáî-
ðà ìåæäó äâóìÿ ñõåìàìè ñäåëàòü íåâîçìîæíî. Â çàâèñèìîñòè îò
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ml  è mh ÷èñòûå ïîòåðè ìîãóò áûòü ìåíüøå
ëèáî â òîì, ëèáî â äðóãîì ñëó÷àå.

Ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ïàêåòíîé äèñ-

êðèìèíàöèè ðàâíà 
(ml + mh)2

4mlc
, à ïðèáûëü â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ

äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà ðàâíà 
(2ml + 5mh)2

16(ml + 4mh)c. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ml  è mh ìîíîïîëèñò
ïðåäïî÷òåò èñïîëüçîâàòü ïàêåòíóþ äèñêðèìèíàöèþ.

   !!!!

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÑÕÅÌ ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÏÐÈ
ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÖÈÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ïàêåòíàÿ ñõåìà öåíîîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ
ìîíîïîëèñòà. Îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòî òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðîé ñõåìû öåíîîáðàçîâàíèÿ t(⋅)
ãîñïîäèí Low âûáåðåò ñäåëêó, ïðè êîòîðîé îí ïðèîáðåòàåò xl

áëàãà è ïëàòèò çà íåãî tl, à ãîñïîäèí High — xh è th ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà ìîíîïîëèñò ìîã áû èñïîëüçîâàòü ïàêåòíóþ äèñêðèìè-
íàöèþ, ïðåäëîæèâ ïîòðåáèòåëÿì «ïàêåòû» (xl, tl)  è  (xh, th), ïåð-
âûé èç êîòîðûõ ïðåäïî÷èòàåò ãîñïîäèí Low, à âòîðîé — ãîñïî-
äèí High. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (xl, tl)  è  (xh, th) ÿâëÿåòñÿ äîïóñ-
òèìîé â çàäà÷å âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàêåòíûõ ñäåëîê, è ïîýòîìó
ïðèáûëü, ïîëó÷àåìàÿ ìîíîïîëèñòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé
äðóãîé ñõåìû t(⋅) íå ìîæåò ïðåâûøàòü ïðèáûëü, ïîëó÷àåìóþ ïðè
èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíûõ ïàêåòíûõ ñäåëîê.

Â ÷àñòíîñòè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðèìèíàöèè (
ND
 ) è ïðè

èñïîëüçîâàíèè äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà (
TP
 ) ìîíîïîëèñò íå

ìîæåò ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêóþ ïðèáûëü, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè
îïòèìàëüíûõ ïàêåòíûõ ñäåëîê (

P
 ), ò.å.

 ΠND
  ) ΠP

    è   ΠTP
  ) ΠP

 .
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå:

ΠND
  < ΠTP

 

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî
òàêæå ñëåäóþùåå  ñîîòíîøåíèå:

 ΠTP
  < ΠP

 .

Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî åñëè x
TP
l  (x

TP
h ) — îáúåì ïîêóïîê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî áëàãà ïîòðåáèòåëÿìè ïåðâîãî òèïà (ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîòðåáèòåëÿìè âòîðîãî òèïà) ïðè äâóõêîìïîíåíòíîì òàðèôå,
òî äëÿ äâóõ ïàêåòíûõ ñäåëîê (x

TP
l , t

TP
l ), (x

TP
h , t

TP
h ), ãäå

 t
TP
l  = A(p

TP
 ) + p

TP
 Dl(p

TP
 ),

 t
TP
h =  A(p

TP
 ) + p

TP
 Dh(p

TP
 ).

ïîñòðîåííûõ íà èõ îñíîâå, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
1. Îãðàíè÷åíèÿ ñàìîâûÿâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçûâàþùèì è

ïîýòîìó ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ ïëàòû ñ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ âòîðîãî òèïà.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ vh(x) – A – px  äîñòèãàåò ìàêñèìàëü-
íîé âåëè÷èíû ïðè x = x

TP
h . Ïîýòîìó   

 vh(x
TP
h ) – A – px

TP
h  # vh(x

TP
l ) – A – px

TP
l .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v′h(x
TP
l ) – p > 0, è ïîýòîìó ìîíîïîëèñò ìîæåò ïî-

âûñèòü th ïî ñðàâíåíèþ ñ t
TP
h , íå íàðóøàÿ óñëîâèå ñàìîâûÿâëåíèÿ.

Òåì ñàìûì, åãî ïðèáûëü âîçðàñòåò, ÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî íåðà-
âåíñòâî â âûøåïðèâåäåííîì ñîîòíîøåíèè ñòðîãîå: ΠTP

  < ΠP
 .

2. Ïîñêîëüêó p% > c′(D(p%)), òî êîëè÷åñòâî   áëàãà â ñäåëêå,
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïîêóïàòåëåé âòîðîãî òèïà, ìîæåò áûòü
óâåëè÷åíî, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì óâåëè÷åíèè ïðèáûëè ïðîèçâî-
äèòåëÿ, áåç íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ñàìîâûÿâëåíèÿ ïîòðåáèòåëåé
âòîðîãî òèïà. Âòîðîå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò åùå îäèí ñïîñîá
ïîâûøåíèÿ ïðèáûëè — çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ xh.

Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 55. Ïëîùàäü  ôèãóðû B íà
íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà ðàâíà âåëè÷èíå ïðèðîñòà ïëàòû çà ïðåä-
ëàãàåìîå ïîêóïàòåëþ âòîðîãî òèïà êîëè÷åñòâî áëàãà (x

TP
h ), ïðè

êîòîðîì îí âñå åùå ïðåäïî÷èòàåò ñäåëêó (x
TP
h , t

TP
h  + B) ñäåëêå (x

TP
l ,

t
TP
l ) (òî÷íåå, ýòè ñäåëêè äëÿ íåãî ýêâèâàëåíòíû). Íà âåðõíåì ãðà-
ôèêå ñäåëêà  (x

TP
h , t

TP
h  + B) ëåæèò íà êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ (ïóíêòèð-

íàÿ ëèíèÿ), ïîëó÷åííîé ñäâèãîì ïåðâîíà÷àëüíîé êðèâîé áåçðàç-
ëè÷èÿ ïîòðåáèòåëÿ âòîðîãî òèïà, âëåâî äî òî÷êè,   ïðåäñòàâëÿþ-
ùåé ñäåëêó (x

TP
l , t

TP
l ).

Ïëîùàäü ôèãóðû C ïðåäñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïðèðîñòà ïðèáû-
ëè ìîíîïîëèñòà çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà áëàãà â ñäåëêå,
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïîòðåáèòåëÿ âòîðîãî òèïà.
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3-é òèï öåíîâîé äèñêðèìèíàöèè:
«ñåãìåíòàöèÿ ðûíêà»

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîíîïîëèñòó ïî êàêèì-òî ïðè÷è-
íàì íåäîñòóïíû ïåðâûå äâà òèïà äèñêðèìèíàöèè, íî çàòî îí
èìååò âîçìîæíîñòü ïðîäàâàòü íà k ñåãìåíòàõ ðûíêà èëè ïîäðûí-
êàõ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àðáèòðàæ ìåæäó ïîäðûíêàìè
îòñóòñòâóåò, à èìåííî, (1) íåâîçìîæíà ïîêóïêà íà îäíîì ðûíêå è
ïåðåïðîäàæà íà äðóãîì, (2) êàæäûé ïîòðåáèòåëü ìîæåò ïîêóïàòü
íà îäíîì, è òîëüêî íà îäíîì ïîäðûíêå (îòñóòñòâóåò ïåðñîíàëü-
íûé àðáèòðàæ). Â ýòîì ñëó÷àå ìîíîïîëèñò ìîæåò óñòàíîâèòü
ðàçíûå öåíû íà ðàçíûõ ïîäðûíêàõ ïðè òîì, ÷òî â ïðåäåëàõ îä-

íîãî ïîäðûíêà âñå ïîòðåáèòåëè ïîêóïàþò áëàãî ïî îäíîé è òîé
æå öåíå.

Ïðè îòñóòñòâèè àðáèòðàæà ïîäðûíêè íåçàâèñèìû, â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñïðîñ íà áëàãî íà êàæäîì ïîäðûíêå çàâèñèò òîëüêî
îò öåíû íà ýòîì ïîäðûíêå:

 Di = Di(pi),  ∀ i = 1, ..., k.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äèñêðèìèíàöèè òðåòüåãî òèïà ìîíîïî-

ëèñò óñòàíîâèò öåíó âûøå íà òîì ðûíêå, ãäå ýëàñòè÷íîñòü
ñïðîñà ïî öåíå (òî÷íåå, åå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ìåíüøå.

Çàäà÷à ìîíîïîëèñòà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü öåíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü:

k

$
i=1

piDi(pi) – c(
k

$
i=1

Di(pi)) → max  
pi

 # 0
.

Èç óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ïðåäïîëîæåíèè pi >0 ∀ i èìå-
åì

Di(pi) + piDi′(pi) = c′(
k

$
s=1

Ds(ps))⋅Di′(pi),  ∀ i.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà íà i–ì ïîäðûí-
êå,

εi(pi) = Di′(pi)
 Di(pi)

pi
,

ïîëó÷èì

pi 






1 – 

1

|εi(pi)|
  = c′(

k

$
s=1

Ds(ps)),  ∀ i.

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü âî âñåõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
îäèíàêîâà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäðûíêîâ, i, s, ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü

pi

ps
 = 

1 – 
1

|εs(ps)|

1 – 
1

|εi(pi)|

 .

Ïîýòîìó, åñëè â ðàâíîâåñèè |εi(pi)| < |εs(ps)|, òî pi > ps, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

 Ïîíÿòíî, ÷òî ìîíîïîëèñò íå ìîæåò ïðîèãðàòü îò äèñêðèìè-
íàöèè, íî âûèãðûâàåò ëè îí çà ñ÷åò ïîòðåáèòåëÿ, èëè çà ñ÷åò
óìåíüøåíèÿ ÷èñòûõ ïîòåðü, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè íåäèñêðè-
ìèíèðóþùåé ìîíîïîëèè? Îöåíèì âîçìîæíîå âëèÿíèå äèñêðè-
ìèíàöèè òðåòüåãî òèïà íà áëàãîñîñòîÿíèå.

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû ðàíåå, ìû
ìîæåì àíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå äèñêðèìèíàöèè òðåòüåãî òèïà íà

x
TP
l

x

p

B

x
TP
h

A 

c
C

x

x
 
h′

p
TP
 

t
TP
l

t
TP
h

t
TP
h +B

t
TP
h +B+C

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 55555555
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áëàãîñîñòîÿíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñïðîñ íà êàæäîì èç ïîäðûíêîâ ïî-
ðîæäàåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåïðåçåíòàòèâíûõ ïîòðåáèòåëåé, ïî îäíî-
ìó íà êàæäûé ïîäðûíîê, èìåþùèõ êâàçèëèíåéíûå ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè:

ui(xi, zi) = vi(xi) + zi.
Ïîñêîëüêó ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü ïîêóïàåò âñå íà

äàííîì ðûíêå (xi
 = yi), òî â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü yi.

Ñðàâíèì ðûíîê áåç äèñêðèìèíàöèè, íà êîòîðîì ìîíîïîëèñò
óñòàíàâëèâàåò åäèíóþ îïòèìàëüíóþ öåíó p%, ñ ðûíêîì â óñëîâèÿõ
äèñêðèìèíàöèè òðåòüåãî òèïà, êîãäà íà êàæäîì èç ïîäðûíêîâ
ìîíîïîëèñò óñòàíàâëèâàåò ñâîþ öåíó p(i.

Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

 W = 
k

$
i=1

vi(yi) – c(
k

$
i=1

yi).

Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòó ôîðìóëó ôóíêöèè ñïðîñà, ïîëó÷èì

 W = 
k

$
i=1

vi(Di(pi)) – c(
k

$
i=1

Di(pi)).

Â ñèòóàöèè áåç äèñêðèìèíàöèè pi = p%
Ìû äîëæíû ñðàâíèòü

 W%  = 
k

$
i=1

vi(Di(p%)) – c(
k

$
i=1

Di(p%)),

ñ

 W(  = 
k

$
i=1

vi(Di(p(i)) – c(
k

$
i=1

Di(p(i)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó êàæäîãî ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ
vi(⋅) — ñòðîãî âîãíóòàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî ëåæèò íèæå ñâîåé êàñàòåëüíîé. Äëÿ ëþáîé âîãíóòîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(⋅) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∇ f(x1) (x1 – x0) ) f(x1) – f(x0) ) ∇ f(x0) (x1 – x0)
äëÿ ëþáûõ x0, x

1 èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåíèâ ýòî ñâîé-
ñòâî ê ôóíêöèè vi(⋅), ïîëó÷èì, ÷òî

 vi′(y(i)
 (y(i – y%i)  ) vi(y(i) – vi(y%i) ) vi′(y%i)

 (y(i – y%i),
èëè

vi′(y(i)
 ∆yi  ) ∆vi ) vi′(y%i)

 ∆yi,
ãäå ∆vi = vi(y(i) – vi(y%i), ∆yi = y(i – y%i.

Ïîñêîëüêó ñïðîñ ïîðîæäàåòñÿ ìàêñèìèçàöèåé êâàçèëèíåé-
íîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

p% = vi′(y%i);
p(i = vi′(y(i).

Èñïîëüçóÿ èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (4) â âèäå
p(i

 ∆yi  ) ∆vi ) p% ∆yi.
Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïîäðûíêàì, ïîëó÷èì:

 
k

$
i=1

p(i
 ∆yi  ) 

k

$
i=1

∆vi = 
k

$
i=1

vi(y(i) – 
k

$
i=1

vi(y%i) ) p% 
k

$
i=1

∆yi (#)

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ìîíîïîëèñò èìååò ïî-
ñòîÿííûå ïðåäåëüíûå èçäåðæêè, ðàâíûå c:

 c(
k

$
i=1

yi) = 
k

$
i=1

yi
 c

ãäå c — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Âû÷èòàÿ èç âñåõ òðåõ ÷àñòåé ñîîò-
íîøåíèÿ (#) èçìåíåíèå èçäåðæåê ïðè ââåäåíèè äèñêðèìèíàöèè,

c(
k

$
i=1

y(i) – c(
k

$
i=1

y%i) = (
k

$
i=1

y(i)c – (
k

$
i=1

y%i)c = 
k

$
i=1

∆yic,

ìîæíî îöåíèòü èçìåíåíèå èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ ∆W = W(  –

W% :

   
k

$
i=1

p(i
 ∆yi – 

k

$
i=1

∆yic ) 
k

$
i=1

vi(y(i) – (
k

$
i=1

y(i)c  – 
k

$
i=1

vi(y%i) – (
k

$
i=1

y%i)c )

 ) p% 
k

$
i=1

∆yi – 
k

$
i=1

∆yic

èëè
k

$
i=1

(p(i
 – c)∆yi ) ∆W ) (p% – c) 

k

$
i=1

∆yi

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ãîâîðèò íàì, ÷òî â ñè-
òóàöèè. êîãäà ñóììàðíûé îáúåì ïðîäàæ íå èçìåíèòñÿ, ò.å. $∆yi

= 0, òî ïðèðîñò ñîâîêóïíîãî èçëèøêà (â äàííîì ñëó÷àå ñîâîêóï-
íîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî èçëèøêà, òàê êàê ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïîñòîÿííû) ïðè ïåðåõîäå ê äèñêðèìèíàöèè
áëàãîñîñòîÿíèå íå ìîæåò âûðàñòè, ∆W ) 0. Òàêèì îáðàçîì, íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî ñîâîêóïíûé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëè-
øåê â ðåçóëüòàòå äèñêðèìèíàöèè íå óïàäåò, ÿâëÿåòñÿ ðîñò ñîâî-
êóïíûõ ïðîäàæ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Теорема 21.
Ïóñòü ìîíîïîëèñò ïåðåøåë îò åäèíîé öåíû (p%) ê äèñ-
êðèìèíàöèè ïî ñåãìåíòàì ðûíêà. Åñëè ïðåäåëüíûå èç-
äåðæêè ìîíîïîëèè ïîñòîÿííû, òî ñîâîêóïíîå áëàãîñîñ-
òîÿíèå îáùåñòâà ìîæåò âîçðàñòè òîëüêî â ñëó÷àå ðîñòà
ñóììàðíîãî âûïóñêà.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà èçìåíåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ

îïèðàåòñÿ òîëüêî íà àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëåé, íî íå íà
àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìîíîïîëèè. Ñìûñë óòâåðæäåíèÿ â òîì, ÷òî
äèñêðèìèíàöèÿ âíîñèò èñêàæåíèÿ â ïðåäåëüíûå íîðìû çàìåùå-
íèÿ ïî ïîäðûíêàì: áåç äèñêðèìèíàöèè îíè îäèíàêîâû, à â ñëó-
÷àå äèñêðèìèíàöèè 3-ãî òèïà â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûå. Åñëè îò-
ðèöàòåëüíûé ýôôåêò ýòèõ èñêàæåíèé íå ïåðåêðûâàåòñÿ ðîñòîì
îáùåãî ïîòðåáëåíèÿ, òî èçëèøåê ïîòðåáèòåëåé, à, ñëåäîâàòåëüíî,
è îáùåå áëàãîñîñòîÿíèå íå ìîæåò âûðàñòè.

Åñëè ñóäèòü ïî òåì ðåçóëüòàòàì êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ïðè
àíàëèçå ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ äèñêðèìèíàöèè, òî íàáëþäàåòñÿ
òåíäåíöèÿ ê ïàäåíèþ ÷èñòûõ ïîòåðü îò ìîíîïîëèè ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîíîïîëèñòîì äèñêðèìèíàöèè. Îäíàêî â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ äèñêðèìèíàöèè âòîðîãî òèïà ÷èñòûå ïîòåðè ìîãóò âû-
ðàñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäèñêðèìèíèðóþùåé ìîíîïîëèåé. Ïðè-
ìåð òàêîé ñèòóàöèè ïîñòðîèòü î÷åíü ïðîñòî.

Ïðèìåð 11. («Òåîðåìà Äæ. Ðîáèíñîí è Ð. Øìàëåíçè»71)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ñïðîñà ëèíåéíû, à ïðåäåëüíûå

èçäåðæêè ðàâíû c. Îáðàòíûå ôóíêöèè ñïðîñà òàêæå äîëæíû
áûòü ëèíåéíûìè. Ïóñòü îíè èìåþò âèä

 pi(yi) = ai – bi
 yi (ai, bi > 0).

Òîãäà íåäèñêðèìèíèðóþùèé ìîíîïîëèñò, ïðîäàþùèé íà
âñåõ ðûíêàõ, ñòàëêèâàåòñÿ íà íèõ ñî ñïðîñîì ïðè öåíå p:

yi(p) = 
ai

bi
 – 

1
bi

 p.

Ìû ïðåäïîëàãàåì çäåñü, ÷òî öåíà íå ñëèøêîì âåëèêà, è ñïðîñ íå
ðàâåí íóëþ. Ñóììèðóÿ ïî ïîäðûíêàì, ïîëó÷èì ôóíêöèþ îáùåãî
ñïðîñà

                                          
71 Äæîàí Ðîáèíñîí — áðèòàíñêèé ýêîíîìèñò, â ñâîåé ðàáîòå «Econom-

ics of imperfect competitions» (1933ã.), London, Macmillan (Ä. Ðîáèíñîí
«Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè» Ì., 1986) ïîêà-
çàëà, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê ñóììàðíûé
âûïóñê ìîíîïîëèè, íå ïðîâîäÿùåé äèñêðèìèíàöèþ, ñîâïàäàåò ñ âûïóñ-
êîì ìîíîïîëèè, ïðîâîäÿùåé äèñêðèìèíàöèþ òðåòüåãî òèïà. Àìåðèêàí-
ñêèé ýêîíîìèñò Ðè÷àðä Øìàëåíçè ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê áëàãîñîñòîÿíèå íèæå ïðè èñïîëüçîâàíèè
äèñêðèìèíàöèè (Schmalensee, R. (1981), "Output and welfare implica-
tions of monopolistic third-degree price discrimination," American Eco-
nomic Review, 71 (March), 242–247).
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Ôóíêöèÿ îáðàòíîãî ñïðîñà ïðè ýòîì èìååò âèä:

p(y) = 
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1/bi
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$
 
i∈ I

1/bi

 y,

è ïîýòîìó îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîäàæ ðàâåí (ñì. Ïðèìåð 3 íà
ñòð. 68)
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Ïðè äèñêðèìèíàöèè ïî ïîäðûíêàì ìîíîïîëèñò ïðîäàåò íà i-
ì ïîäðûíêå îáúåì

y(i = 
ai – c

2bi
.

Ñóììèðóÿ ïî ïîäðûíêàì, ïîëó÷èì
k
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Ïîñêîëüêó îáúåì ïðîäàæ íå ìåíÿåòñÿ, òî ïî Òåîðåìå 21 áëà-
ãîñîñòîÿíèå íå ìîæåò âîçðàñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñòûå ïîòåðè
íå ìîãóò óìåíüøèòüñÿ. Áîëåå òîãî, ïðè òîì æå îáúåìå ïðîèçâîä-
ñòâà áëàãîñîñòîÿíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðèìèíàöèè äîëæíî
áûòü ìåíüøå, ïîñêîëüêó öåíû, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïðåäåëüíûå
íîðìû çàìåùåíèÿ ó ðàçíûõ ïîòðåáèòåëåé îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè.
Ñîâïàäåíèå ÷èñòûõ ïîòåðü âîçìîæíî òîëüêî ïðè ñîâïàäåíèè öåí
íà âñåõ ïîäðûíêàõ, ò.å. êîãäà

 pi = 
ai + c

2  = ps = 
as + c

2     ∀ i, s

èëè
 ai = as   ∀ i, s.
Ìîæíî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü ÷èñòûå ïîòåðè â

äâóõ ñèòóàöèÿõ è çàòåì ñðàâíèòü èõ. ×èòàòåëü ìîæåò ïðîäåëàòü
ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî. Ìû äàäèì ëèøü ãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå â
ñëó÷àå äâóõ ïîäðûíêîâ.

Íà Ðèñ. 56 ïåðâûé ïîäðûíîê èçîáðàæåí â ïðàâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, à âòîðîé — â ëåâîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ñïðî-
ñà îáîçíà÷åíû ÷åðåç D1 è D2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a1 > a2. Ñîâîêóï-
íûé èçëèøåê íà ïåðâîì ðûíêå ðàâåí ïëîùàäè ôèãóð A è B, à íà
âòîðîì ðûíêå — ïëîùàäè ôèãóðû C. ×èñòûå ïîòåðè ñîñòàâëÿþò
÷åòâåðòü ýòèõ ïëîùàäåé, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äèñ-
êðèìèíèðóþùóþ ìîíîïîëèþ êàê íåäèñêðèìèíèðóþùóþ íà êà-
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æäîì èç ïîäðûíêîâ (ñì. Ïðèìåð 4 íà ñòð. 73). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìîíîïîëèñò äèñêðèìèíèðóåò ïî ïîäðûíêàì, òî ÷èñòûå ïî-
òåðè ñîñòàâëÿþò (A + B + C)/4.

Åñëè ìîíîïîëèñò íå ïðîâîäèò äèñêðèìèíàöèþ, òî îí ñòàëêè-
âàåòñÿ ñî ñïðîñîì D1(p) + D2(p) ïðè íèçêèõ öåíàõ è ñî ñïðîñîì
D1(p) ïðè âûñîêèõ (òàê êàê ïðè a1 > p >a2 ñïðîñ íà âòîðîì ïîä-
ðûíêå ðàâåí íóëþ, â òî âðåìÿ êàê ñïðîñ íà ïåðâîì ïîäðûíêå âñå
åùå îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì). Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ ñïðîñà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ. Ïóñòü ïàðàìåòðû ôóíêöèé ñïðîñà è
ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê òàêîâû, ÷òî â îïòèìóìå ìîíîïîëèñò ïðî-
äàåò íà îáîèõ ïîäðûíêàõ, è ñëåäîâàòåëüíî îïòèìàëüíàÿ öåíà p%
ëåæèò íà íèæíåì ó÷àñòêå êðèâîé ñïðîñà (p% < a2). Ïðè íàõîæäå-
íèè ÷èñòûõ ïîòåðü (â ýòîì ñëó÷àå) âàæíà ôîðìà êðèâîé ñïðîñà
òîëüêî ïðè öåíàõ íå ïðåâûøàþùèõ p%. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â âåðõíåé ÷àñòè êðèâàÿ ñïðîñà íå èçãèáàåòñÿ, ÷òî
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 56 ïóíêòèðîì. Ïðè ýòîì ÷èñòûå ïîòåðè äîëæ-
íû ñîñòàâëÿòü ÷åòâåðòü òðåóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî èç ôèãóð A

è C ′. Ò.å. áåç äèñêðèìèíàöèè ÷èñòûå ïîòåðè ñîñòàâëÿþò (A  +

C ′)/4.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ C è C ′ ðàâíû,
ïîñêîëüêó âûñîòû è îñíîâàíèÿ ó íèõ ðàâíû. Ïîëó÷àåì, ÷òî áåç
äèñêðèìèíàöèè ÷èñòûå ïîòåðè ìåíüøå íà âåëè÷èíó B/4.   !!!!

ÇÀÄÀ×È

1. Ñðàâíèòå ðàññìîòðåííûå ñõåìû (ïîâåäåíèå íåäèñêðèìèíè-
ðóþùåãî ìîíîïîëèñòà èëè ñõåìó ëèíåéíîãî òàðèôà,  ñõåìó
äâóõêîìïîíåíòíîãî òàðèôà, ïàêåòíóþ äèñêðèìèíàöèþ è èäåàëü-
íóþ äèñêðèìèíàöèþ) â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé
èìåþò ñëåäóþùèé âèä

ui(yi,wi) = 0.5θi [1– (1 – yi)
2] + wi.

2. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåàëüíîé  äèñ-
êðèìèíàöèè ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

♦  ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ïîñòîÿííû,  vi(⋅), ∀ i äèôôåðåíöèðóå-
ìû;

♦  vi′(0) > c′(0) ∀ i;
♦   ñóùåñòâóþò y(i > 0, òàêèå ÷òî vi(y(i) – c(y(i) > vi(y) – c(y) ïðè y >

y(i.

3. Ïðåäñòàâüòå ïðîàíàëèçèðîâàííûå ñïîñîáû äèñêðèìèíàöèè
â âèäå äèíàìè÷åñêèõ èãð. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ðàññìîòðåííûå ðå-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîâåðøåííûì â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèÿì äàí-
íûõ èãð.

4. Ïðåäñòàâüòå ïðîàíàëèçèðîâàííûå ñõåìû äèñêðèìèíàöèè
âòîðîãî òèïà â âèäå äèíàìè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ èãð â ñëó÷àå ïî-
ñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê, ðàññìàòðèâàÿ äîëè ó÷àñòíèêîâ
ðàçíûõ òèïîâ êàê âåðîÿòíîñòè. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ðàññìîòðåí-
íûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîâåðøåííûì áàéåñîâñêèì ðàâíîâå-
ñèÿì äàííûõ èãð.

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ñïðîñà ïîòðåáèòåëåé è ôóíê-
öèÿ èçäåðæåê ëèíåéíû, à ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òèïà «ãîñïîäèí
Low» íå ïðåâûøàåò ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òèïà «ãîñïîäèí High».
Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè ëèíåéíîì òàðèôå ìîíîïîëèñòó íåâûãîä-
íî îáñëóæèâàòü ïîòðåáèòåëåé òèïà «ãîñïîäèí Low», òî èõ îêàçû-
âàåòñÿ íåâûãîäíûì îáñóæèâàòü è ïðè ïàêåòíîé äèñêðèìèíàöèè.
Ïîêàæèòå, ïîñòðîèâ êîíòðïðèìåð, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî.

6. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîãäà ôóíêöèè ñïðîñà èìåþò âèä D(pi) =
αi(β – p) , òîãäà ìîíîïîëèñòó íå âûãîäíî ïðèìåíÿòü äèñêðèìèíà-
öèþ òðåòüåãî òèïà.
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7. Ïîòðåáèòåëü èìååò ôóíêöèþ ñïðîñà D(p) = 10 – p. Ïðåäåëü-
íûå èçäåðæêè ìîíîïîëèè ïîñòîÿííû MC = 5. Êàêèå ñäåëêè ìî-
æåò ïðåäëîæèòü åìó ìîíîïîëèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåñü èçëèøåê
(èäåàëüíàÿ öåíîâàÿ äèñêðèìèíàöèÿ). Äëÿ êàæäîãî âèäà ñäåëîê
íàéòè âñå ïàðàìåòðû.

8. Ôèðìà-ìîíîïîëèñò ìîæåò ðàçäåëèòü ñâîèõ ïîòðåáèòåëåé
íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï. Ôóíêöèÿ ñïðîñà êàæäîé ãðóïïû
(i = 1,...,n) îò öåíû ðàâíà yi(pi) (y′ i > 0), îáùàÿ ôóíêöèÿ èçäåðæåê:

c(y), ãäå y = 
n

$
i=1

yi (c'>0).

Ïóñòü n = 2,
 y1 = (a1 + a2 + b1) – b1p1,
 y2 = (a2 + b1 + b2) – (b1+b2)p2,
 c(y) = y,

ãäå a1, a2, b1, b2 — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
1) Âîçüìèòå êîíêðåòíûå ÷èñëà a1, a2, b1, b2 è íàéäèòå ìàêñèìóì

ïðèáûëè ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðèìèíàöèè è áåç (êîãäà öåíà
îäèíàêîâà). Â êàêîì ñëó÷àå îáúåì ïðîèçâîäñòâà âûøå?

2) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàáîðå êîíñòàíò öåíó äëÿ ïåð-
âîé ãðóïïû âûãîäíî óñòàíîâèòü áîëåå âûñîêóþ.

9. Â òîé æå ñèòóàöèè âçÿòü yi = bip
(1+1/ai)
i , ai, bi > 0. Äîêàçàòü,

ïðè ïðîèçâîëüíîì n, ÷òî îòíîøåíèÿ öåí â ðàâíîâåñèè íå çàâèñÿò
îò c(.) è íàéòè èõ.

10. Ïóñòü ìîíîïîëèñò ïðîäàåò íà äâóõ íåçàâèñèìûõ ðûíêàõ,
ãäå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïîñòîÿííà è ñîñòàâëÿåò ε1, íà îäíîì, ε2

íà äðóãîì. ïðåäåëüíûå èçäåðæêè c′(y) = c ïîñòîÿííû. Êàêèå öåíû
óñòàíîâÿòñÿ íà îáîèõ ðûíêàõ?

11. Êàê â ñèòóàöèè Ïðèìåðà 11 (ñòð. 91) ñîîòíîñÿòñÿ öåíû
íà êàæäîì èç ïîäðûíêîâ ïðè äèñêðèìèíàöèè ñ öåíîé, íàçíà÷àå-
ìîé ìîíîïîëèñòîì áåç ïðèìåíåíèÿ äèñêðèìèíàöèè?

12. Â ñèòóàöèè Ïðèìåðà 11 (ñòð. 91), âû÷èñëèâ ÷èñòûå ïîòå-
ðè áëàãîñîñòîÿíèÿ ïðè äèñêðèìèíàöèè, ïðîâåðüòå, ïðîâåäÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî îíè íå ìåíü-
øå, ÷åì ïîòåðè áåç äèñêðèìèíàöèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ ñ÷èòàéòå,

÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè íóëåâûå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëü-
çóéòåñü íåðàâåíñòâîì Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî:

 (x1y1 + ⋅⋅⋅ + xkyk)
2 )(x1

2 + ⋅⋅⋅ + xk
2)(y1

2 + ⋅⋅⋅ + yk
2).

13. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, â êîòîðîì ïðè äèñêðèìèíàöèè
òðåòüåãî òèïà ÷èñòûå ïîòåðè áûëè áû ìåíüøå, ÷åì áåç äèñêðè-
ìèíàöèè.

14. Ïóñòü â ñëó÷àå äèñêðèìèíàöèè âòîðîãî òèïà ìîíîïîëèñò
ñòàëêèâàåòñÿ íà êàæäîì èç ïîäðûíêîâ ñ îáðàòíîé ôóíêöèåé
ñïðîñà pi, êîòîðàÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò îáúåìà ïðîäàæ íà äàííîì
ïîäðûíêå, íî è îò îáúåìîâ ïðîäàæ íà äðóãèõ ïîäðûíêàõ, ò.å. pi =
pi(yi, y–i). Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé äâóõ ïîäðûíêîâ, êîãäà åìêîñòü
ïîäðûíêà ñ ìåíüøåé ýëàñòè÷íîñòüþ ñïðîñà (òî÷íåå, åå àáñîëþò-
íàÿ âåëè÷èíà)  áîëüøå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîïîëèñò óñòàíîâèò öå-
íó âûøå íà òîì ïîäðûíêå, ãäå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå
ìåíüøå.

15. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ïðèìåðîâ 9 è 11 ïîêàæèòå, ÷òî
ïðåäïî÷òåíèå ìîíîïîëèñòà îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ êîíêðåòíîé
ñõåìû ðåàëèçàöèè äèñêðèìèíàöèè âòîðîãî òèïà çàâèñèò îò
ñòðóêòóðû ðûíêà (êîëè÷åñòâà ïîòðåáèòåëåé êàæäîãî âèäà).
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ОЛИГОПОЛИЯ
Олигополией íàçûâàþò ñèòóàöèþ, êîãäà íà ðûíêå íåñêîëüêî

ïðîèçâîäèòåëåé, è êàæäûé èç íèõ ìîæåò âëèÿòü íà öåíó. Åñëè
ïðîèçâîäèòåëåé äâîå, òî òàêóþ îëèãîïîëèþ íàçûâàþò дуополией.

Â îòëè÷èå îò ìîäåëåé ìîíîïîëèè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè-
íÿòèå ðåøåíèé åäèíñòâåííîé ôèðìîé — ìîíîïîëèåé, â ìîäåëÿõ
îëèãîïîëèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñðàçó íåñêîëü-
êèìè ýêîíîìè÷åñêèìè àãåíòàìè — îëèãîïîëèñòàìè, ïðè÷åì ðå-
çóëüòàò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êàæäîãî èç íèõ çàâèñèò íå òîëüêî îò
ïðåäïðèíèìàåìûõ èì ñàìèì äåéñòâèé, íî è îò äåéñòâèé åãî êîí-
êóðåíòîâ.72 Òàêèì îáðàçîì ìû ñòàëêèâàåìñÿ çäåñü ñ ôåíîìåíîì
òàê íàçûâàåìîãî ñòðàòåãè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ — ïðåäìåòà òåîðèè
èãð. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðàêòè÷åñêè âñå ìîäåëè îëèãîïîëèè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé èãðû ðàçëè÷íîãî ðîäà, è ìîäåëèðîâàíèå îëèãîïî-
ëèñòè÷åñêèõ ðûíêîâ â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè èñïîëüçóåò àïïàðàò
òåîðèè èãð.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çäåñü, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ÷òî
îáùàÿ ñòðóêòóðà îëèãîïîëèñòè÷åñêîé îòðàñëè (òåõíîëîãèÿ, êî-
ëè÷åñòâî ïðîèçâîäèòåëåé, òèï êîíêóðåíöèè è ò.ä.) çàäàíû ýêçî-
ãåííî. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû ðàçíûå ãèïîòåçû î ïîâåäåíèè ó÷àñò-
íèêîâ îëèãîïîëèè. Ó÷àñòíèêè ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ëèáî íå-
êîîïåðàòèâíîå, ëèáî êîîïåðàòèâíîå ïîâåäåíèå (ñãîâîð, êàðòåëü).
Ïîýòîìó òèïû íåêîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ìîæíî êëàññèôèöè-
ðîâàòü ïî ñëåäóþùèì ïðèçíàêàì:

 (I) Îäíîâðåìåííîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé.
(II) Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé. Òðàäèöèîííî ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé — îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ëèäåð, îñòàëüíûå ïîä-
ñòðàèâàþòñÿ ê åãî ðåøåíèþ. Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå öåïî÷-
êè õîäîâ.

Íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóåò íåêîîïåðàòèâíîå ïîâåäåíèå
îëèãîïîëèñòîâ, õîòÿ ïîïóòíî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è êîîïåðà-
òèâíîå ïîâåäåíèå (êàðòåëü). Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãèïîòåç î ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî, êðîìå òîãî, ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ñòðàòåãèè âñåõ ó÷àñòíèêîâ (ïðè îäíîâðåìåííîì ïðè-
íÿòèè ðåøåíèé) èëè ëèäåðà (ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèíÿòèè

                                          
72 Íóæíî îãîâîðèòüñÿ, ÷òî ìîäåëè ìîíîïîëèè, îñîáåííî ìîäåëè äèñ-

êðèìèíàöèè, âñå æå âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåîðèè èãð,
ïîñêîëüêó êðîìå ðåøåíèé ìîíîïîëèñòà ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ðåàêöèÿ
íà íèõ ïîòðåáèòåëåé.

ðåøåíèé) ñâîäÿòñÿ ê íàçíà÷åíèþ ëèáî öåí, ëèáî îáúåìîâ âûïóñ-
êà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷åòûðå òèïà íåêîîïåðàòèâíîãî ïî-
âåäåíèÿ (ñì. Òàáëèöó 22).

Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà Òàáëèöà 22222222

Îäíîâðåìåííî Ïîñëåäîâàòåëüíî
Êîëè÷åñòâî Ìîäåëü Êóðíî Ìîäåëü Øòàêåëüáåðãà
Öåíà Ìîäåëü Áåðòðàíà Öåíîâîå ëèäåðñòâî

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåêîòîðóþ îäíîðîäíóþ
ïðîäóêöèþ ïðîèçâîäÿò n ôèðì, òåõíîëîãèè êîòîðûõ ïðåäñòàâëå-
íû âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè èçäåðæåê cj(yj), j = 1, ..., n, à ñïðîñ
íà ïðîäóêöèþ çàäàåòñÿ óáûâàþùåé îáðàòíîé ôóíêöèåé ñïðîñà
p(Y). Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äëÿ âûïóñêîâ yj âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü
[0, +∞). Êðîìå òîãî â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü òðåáî-
âàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðèáûëè îòäåëüíîãî îëèãîïîëèñòà. Ïîä
ðàâíîâåñèåì ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè áóäåì ïîíèìàòü òàêîå
ðàâíîâåñèå, êîòîðîå óñòàíîâèëîñü áû, åñëè áû ïðîèçâîäèòåëè èã-
íîðèðîâàëè âëèÿíèå ñâîåãî îáúåìà âûïóñêà íà öåíó.73

1. Модель Курно
Â ìîäåëè Êóðíî ïðîèçâîäèòåëè ïðèíèìàþò ðåøåíèå îòíîñè-

òåëüíî îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà è ïðèíèìàþò ýòè ðåøåíèÿ îäíî-
âðåìåííî, èñõîäÿ èç ñâîèõ ïðåäïîëîæåíèé î ðåøåíèÿõ, ïðèíÿ-
òûõ äðóãèìè (èõ êîíêóðåíòàìè).

Ïóñòü y
e
ji — îæèäàåìûé (ïðîèçâîäèòåëåì j) îáúåì ïðîèçâîä-

ñòâà ïðîèçâîäèòåëÿ i, ye
–j — ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ îæèäàíèé âåê-

òîð (y
e
j1, ..., y

e
j,j–1, y

e
j,j+1, ..., y

e
jn). Òîãäà ïðè âûïóñêå yj åãî (îæèäàåìàÿ)

ïðèáûëü ñîñòàâèò âåëè÷èíó Πe
j(yj, y

e
–j) = p(yj + 

 

$
i≠j

y
e
ji) ⋅ yj – cj(yj). Âû-

ïóñê, ìàêñèìèçèðóþùèé ïðèáûëü ïðè îãðàíè÷åíèè  yj
 # 0, çàâè-

ñèò, òàêèì îáðàçîì, îò îæèäàåìîãî îáúåìà ïðîèçâîäñòâà äðóãèõ
ïðîèçâîäèòåëåé. Åñëè îæèäàåìûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ñîâïàäà-
þò ñ ôàêòè÷åñêèìè, òî òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæíî íàçâàòü ðàâíîâå-
ñèåì îëèãîïîëèè. Îïèñàííîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ áûëî ââåäåíî â

                                          
73 Òî åñòü, áûëè áû, ïîëüçóÿñü àíãëèéñêèì òåðìèíîì, price-taker'àìè.
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ïðîøëîì âåêå ôðàíöóçîì Àíòóàíîì Îãþñòåíîì Êóðíî.74 Ýòî
ðàâíîâåñèå ÷àñòî íàçûâàþò равновесием Курно. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, îäíàêî, ÷òî áûëî áû òî÷íåå ãîâîðèòü î ðàâíîâåñèè Íýøà â
ìîäåëè Êóðíî.75

Îïðåäåëåíèå 14.
Ðàâíîâåñèå Êóðíî — ýòî ñîâîêóïíîñòü âûïóñêîâ (y

*
1, ..., y

*
n) è

îæèäàíèé (y
e
–1, ..., y

e
–n), òàêèõ ÷òî âûïóñê ëþáîãî ïðîèçâîäèòåëÿ,

y
*
j, ìàêñèìèçèðóåò åãî ïðèáûëü íà [0, +∞) ïðè îæèäàíèÿõ y

e
–j, è

îæèäàíèÿ âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îïðàâäûâàþòñÿ, ò.å. ye
–j = y

*
–j, j = 1,

..., n.

Äðóãèìè ñëîâàìè, y*
j ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

 Πj(yj) = p(yj + 
 

$
i≠j

y
*
i ) ⋅ yj – cj(yj) → max  

yj # 0.

 Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî îáúåìà ïðîèçâîäñòâà yj îò 
 

$
i≠j

y
e
i

íàçûâàþò ôóíêöèåé îòêëèêà, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî

                                          
74 Cournot, A. A.  (1838), «Recherches sur les principes mathematiques

de la theorie des richesses».
75 ×àñòî ðàâíîâåñèå â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè íàçûâàþò òàêæå ðàâíîâå-

ñèåì ïî Íýøó-Êóðíî.

(îòîáðàæåíèåì îòêëèêà â îáùåì ñëó÷àå). Áóäåì îáîçíà÷àòü åå

÷åðåç Rj(Y–j), ãäå Y–j = $ 
i≠j

yi — (îæèäàåìûé) ñóììàðíûé îáúåì

ïðîèçâîäñòâà áëàãà âñåìè äðóãèìè ïðîèçâîäèòåëÿìè. Åñëè îïòè-
ìàëüíûé îòêëèê îäíîçíà÷åí, òî ðàâíîâåñèå Êóðíî (y

*
1, ..., y

*
n) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:76

 y
*
j = Rj(

 

$
i≠j

y
*
i ), j = 1, ..., n.

Ïóñòü (y
*
1, ..., y

*
n) — ðàâíîâåñèå Êóðíî. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà):

Πj
′(y

*
j) = p(Y*) + p′(Y*) ⋅ y

*
j – cj′(y

*
j) ) 0,

ãäå Y* = 
n 

$
i=1

y
*
i, ïðè÷åì

Πj
′(y

*
j) = 0,   åñëè y*

j > 0.
Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ — íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà, ïðåäñòàâëÿþò äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàâíî-
âåñèÿ Êóðíî.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà ðàâíîâåñèå Êóðíî äëÿ
ñëó÷àÿ äâóõ ôèðì (äóîïîëèè) (Ðèñ. 57). Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû
êðèâûå ïîñòîÿííîé ïðèáûëè (Π1(y1,y2) = const è Π2(y1,y2) = const) è
êðèâûå îòêëèêà (y1 = R1(y2) è y2 = R2(y1)), êîòîðûå ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå êàñàòåëüíûå ê êðèâûì ðàâíîé
ïðèáûëè ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì êîîðäèíàò. Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ îòêëèêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà-Êóðíî
(y*).

Ñâîéñòâà ðàâíîâåñèÿ Êóðíî â ñëó÷àå
ïîñòîÿííûõ è îäèíàêîâûõ ïðåäåëüíûõ
èçäåðæåê

Ïðîâåäåì àíàëèç ìîäåëè Êóðíî â óïðîùåííîì âàðèàíòå,
ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè  ïîñòîÿííû è ñîâïàäàþò
ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé, ò.å. cj′(yj) = c. Êðîìå òîãî áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé:

(C1) p(0) > c,

(C2) ñóùåñòâóåò Y( , òàêîé ÷òî p(Y( ) < c,

                                          
76 Åñëè îòêëèêè íåîäíîçíà÷íû, òî íóæíî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ ñèñòå-

ìó âêëþ÷åíèé.

y1 = R1(y2)

y2 = R2(y1)

y1

y2

y*

Π1(y1, y2) = const

Π2(y1, y2) =
const

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 57575757
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(C3) ôóíêöèÿ p(⋅) äèôôåðåíöèðóåìà è p′(y) < 0 ∀ y > 0.

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÑÒÜ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß È ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ
ÂÛÏÓÑÊÎÂ

Äîêàæåì, ÷òî îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ó âñåõ îëèãîïîëèñòîâ
ñîâïàäàþò. Ïóñòü ýòî íå òàê, è ñóùåñòâóþò äâà ïðîèçâîäèòåëÿ, j
è k, òàêèå ÷òî y

*
j > y

*
k. Çàïèøåì óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî âûïóñê y*
j ïîëîæèòåëåí, à y*

k ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ:
 p(Y*) + p′(Y*) ⋅ y

*
j – c  = 0

è
 p(Y*) + p′(Y*) ⋅ y

*
k – c  ) 0.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷èì
 p′(Y*) ( y

*
k – y

*
j)  ) 0.

Ïîñêîëüêó p′(Y*) < 0, òî y
*
k # y

*
j. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òà-

êèì îáðàçîì, îáúåì ïðîèçâîäñòâà ó êàæäîé ôèðìû â ðàâíîâåñèè

Êóðíî îäèíàêîâ: y
*
j = 

Y*

n  ∀ j = 1, ..., n,

à óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàþò è ïðèîáðåòàþò âèä

 p(Y*) + p′(Y*) Y
*

n  – c  ) 0,

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ðàâåíñòâî, åñëè ñóììàðíûé
âûïóñê Y* ïîëîæèòåëåí.

Åñëè p(0) > c, òî â ðàâíîâåñèè Êóðíî ñóììàðíûé âûïóñê íå
ìîæåò áûòü íóëåâûì, ïîñêîëüêó, ïîäñòàâëÿÿ Y* = 0 â óñëîâèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì

 p(0) – c  ) 0.

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p(0) > c, âûïóñê îáùèé ïîëîæèòåëåí è
óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä

 p(Y*) + p′(Y*) Y
*

n  – c  = 0,

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1–C3 è, êðîìå òîãî,
ôóíêöèÿ p(⋅) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ïîñêîëüêó â ýòèõ

óñëîâèÿõ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ p(Y) + p′(Y) Y
n – c ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ èíòåðâàëà [0, Y(  ].
Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ p(y + y′) ⋅ y

áûëà âîãíóòà ïî y ïðè ëþáîì y′  # 0, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

(Y*

n , ..., 
Y*

n ) — ðàâíîâåñèå Êóðíî (âûïîëíåíî óñëîâèå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà).
Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëî-

æåíèè ôóíêöèÿ p(y) y âîãíóòà, òî ðàâíîâåñèå Êóðíî åäèíñòâåííî,
ïîñêîëüêó óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíî â îäíîé òî÷êå.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèþ p(Y) + p′(Y) Y
n – c ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

 
1
n[p(Y) + p′(Y)Y] + p(Y)

n–1
n   – c.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü íå âîçðàñòàåò, à âòîðîå óáûâàåò ïðè

n > 1, ïîýòîìó ôóíêöèÿ p(Y) + p′(Y) Y
n – c óáûâàåò è ìîæåò áûòü

ðàâíîé íóëþ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.
Â òî÷êå Y = 0 (â êîòîðîé óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò íå

âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâî) ðàâíîâåñèÿ áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëü-
êó, êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, p(0) > c.

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÊÓÐÍÎ Ñ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈßÌÈ ÏÐÈ
ÌÎÍÎÏÎËÈÈ È ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉ ÊÎÍÊÓÐÅÍÖÈÈ

Ñëåäóåò îòìåòèòü òðè õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîâåñèÿ Êóðíî:
1. Îáúåì âûïóñêà  Y* â ðàâíîâåñèè Êóðíî âûøå, ÷åì îáúåì

âûïóñêà y
M

  ïðè ìîíîïîëèè (èëè êàðòåëå, êîãäà ïðîèçâîäèòåëè
âûáèðàþò âûïóñê, ìàêñèìèçèðóþùèé ñóììàðíóþ ïðèáûëü).

2. Îáúåì âûïóñêà  Y* â ðàâíîâåñèè ïî Êóðíî íèæå, ÷åì îáúåì

âûïóñêà Y% â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè (ñèòóàöèè, êî-
ãäà ïðîèçâîäèòåëè ðàññìàòðèâàþò öåíû êàê äàííûå).

3. Ïðè ðîñòå ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ îáúåì âûïóñêà â ðàâíîâåñèè
Êóðíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñèþ ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåí-
öèè.

Теорема 22.
Ïóñòü (y

*
1, ..., y

*
n) — ðàâíîâåñèå Êóðíî, è (y%1, ..., y%n ) —

ðàâíîâåñèå ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, y
M

  — ðàâíî-
âåñèå ïðè ìîíîïîëèè.77 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ C1–C3. Òîãäà

                                          
77 Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, òîò æå ñàìûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà áóäåò âû-

áðàí, åñëè îëèãîïîëèñòû îáðàçóþò êàðòåëü (ñì. íèæå).
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 Y%  = 
n 

$
i=1

y%i > Y* = 
n 

$
i=1

y
*
i  >y

M

 

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðàâíîâåñèå Êóðíî óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

p(Y*) + p′(Y*) Y
*

n  – c  = 0.

Êàê áûëî äîêàçàíî â ãëàâå î ìîíîïîëèè, âûïîëíåíèå C1–C3
ãàðàíòèðóåò, ÷òî y

M

  > 0, ïîýòîìó y
M

  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà

 p(y
M

 ) + p′(y
M

 )y
M

  – c  = 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, êàê èç-

âåñòíî, öåíà ðàâíà ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì:
p(Y%) – c  = 0.

Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîå, ïîëó÷èì

 p(Y%) –  p(Y*) = p′(Y*) Y
*

n .

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ îòðèöàòåëüíà, à ôóíêöèÿ
p(⋅) óáûâàåò, òî

 Y* > Y%.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y

M

  > Y*. Òîãäà óâåëè÷åíèå âûïóñêà îäíîãî
èç ïðîèçâîäèòåëåé (íàïðèìåð, ïåðâîãî) íà âåëè÷èíó Y* – y

M

  ïðè-
âîäèò ê ðîñòó ñóììàðíîé ïðèáûëè (äî ìîíîïîëüíî âûñîêîé). Ïî-
ñêîëüêó ïðè ýòîì ïðèáûëü îñòàëüíûõ ïðîèçâîäèòåëåé ìîæåò
òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, ïðèáûëü ïåðâîãî âîçðàñòàåò, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî Y* — ñîâîêóïíûé âûïóñê â
ðàâíîâåñèè Êóðíî. &

ÐÎÑÒ ÂÛÏÓÑÊÀ Ñ ÐÎÑÒÎÌ ×ÈÑËÀ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Теорема 23.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1–C3 è, êðîìå
òîãî, ôóíêöèÿ p(⋅) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïóñòü
Y

*
n — ñóììàðíûé âûïóñê â ðàâíîâåñèå Êóðíî ñ n ó÷àñò-

íèêàìè. Òîãäà
 lim 

 
n → ∞ Y

*
n = Y%.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ëþáîãî Y

*
n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà)

 p(Y
*
n) + p′(Y

*
n) Y

*
n 

n  – c  = 0.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Y

*
n (Y

*
n ∈  (0, Y%)). Òàê êàê ôóíêöèÿ p(⋅) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà, òî èç ýòîãî ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü p′(Y
*
n)Y

*
n. Îò-

ñþäà

 lim
 

 n→∞[p′(Y
*
n) Y

*
n 

n ] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
 lim

 

 n→∞ p(Y
*
n) = c.       &

Ñâîéñòâà ðàâíîâåñèÿ Êóðíî â ñëó÷àå
ôóíêöèé èçäåðæåê îáùåãî âèäà

Âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè äîñòàòî÷íî
ñèëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î ôóíêöèè èçäåðæåê. Íèæå áóäóò ïðè-
âåäåíû åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè
îòêàçå îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Ïðåæäå îáñóäèì óñëîâèÿ íà ôóíêöèè èçäåðæåê è ôóíêöèè
ñïðîñà, ïðè êîòîðûõ ðàâíîâåñèå Êóðíî ñóùåñòâóåò.

Теорема 24.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîäåëè Êóðíî âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè èçäåðæåê cj(y) äèôôåðåíöèðóåìû ïðè âñåõ
âîçìîæíûõ îáúåìàõ âûïóñêà (íåîòðèöàòåëüíûõ y),
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) íåïðåðûâíà è óáûâàåò
ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ y,
3) ôóíêöèÿ p(y + y′) ⋅ y âîãíóòà ïî y ïðè ëþáîì y′  # 0,
4) ôóíêöèè èçäåðæåê cj(y) âûïóêëû (ôóíêöèè ïðåäåëü-
íûõ èçäåðæåê íå óáûâàþò)78,

                                          
78 Îáû÷íî óñëîâèÿ 3) è 4) òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿþò ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ Õàíà: p′(Y) + p′′ (Y) yj < 0 è p′(Y) – c j′′ (yj) < 0 ∀  j, Y, yj (Hahn, F.
(1962) "The Stability of the Cournot Oligopoly Solution," Review of Eco-
nomic Studies, 29, 329-31). Çàìåòèì, ÷òî îíè òàêæå ãàðàíòèðóåò ñòðîãóþ
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5) ñóùåñòâóþò y(j > 0  j  = 1, ..., n òàêèå, ÷òî p(yj) < cj′(yj) ïðè
yj # y(j.
Òîãäà  ðàâíîâåñèå Êóðíî (y

*
1, ..., y

*
n)  ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì

0 ) y
*
j < y(j ∀ j.79

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Íèæå

ïðèâîäèòñÿ âîçìîæíàÿ ñõåìà òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà.
1) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ (ðàçóìíûõ) îæèäàíèÿõ îòíîñè-

òåëüíî âûïóñêà êîíêóðåíòîâ íè îäíîìó èç ïðîèçâîäèòåëåé íå
âûãîäíî âûáèðàòü îáúåì ïðîèçâîäñòâà, ïðåâûøàþùèé îáúåì y(j.
Òåì ñàìûì, âûáîð êàæäîãî ó÷àñòíèêà ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí
êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò æå ñïîñîá
äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî è äëÿ ìîíîïîëèè. Ïðè ýòîì àíàëîãîì ñîâî-

êóïíîãî èçëèøêà áóäóò ôóíêöèè 
y

3
0

p(t)dt – cj(y) – cj(0). Ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå óäîáíî ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèðìû j ñóììàðíûé
âûïóñê äðóãèõ ôèðì Y–j åñòü êîíñòàíòà, ïîýòîìó çàäà÷à ìàêñè-
                                                                                        
âîãíóòîñòü ôóíêöèè ïðèáûëè è, òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ äðóãèìè óñëî-
âèÿìè òåîðåìû — ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ Êóðíî. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ
îëèãîïîëèè â ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå Õàíà, îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è ïðèâîäèòñÿ â çàäà÷àõ. Óñëîâèå 5) çàìåíÿåò óñëî-
âèå: ñóùåñòâóþò Y(  òàêîå, ÷òî  p(Y) = 0 äëÿ âñåõ Y # Y( . Â ïðèâîäèìûõ
íèæå äîêàçàòåëüñòâàõ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñâîéñòâ ðàâíîâåñèÿ Êóðíî àê-
öåíò äåëàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ðàâíîâåñèÿ è ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, êî-
òîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîãè âûÿâëåííûõ ïðåäïî÷òåíèé.

79 Óñëîâèÿ äàííîé òåîðåìû ãàðàíòèðóþò íàì ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâå-
ñèÿ Íýøà-Êóðíî â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò ïðåäïî-
ëîæåíèé 3)-4), òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãëèêñáåðãà:

«Ïóñòü 〈I, {Xi}I , {ui}I 〉 — èãðà m ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå. Åñëè
äëÿ êàæäîãî i Xi — êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à ui — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà â ýòîé
èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ» —

(Ñì. Glicksberg, I.L. (1952), "A Further Generalization of the Kakutani
Fixed Point Theorem with Application to Nash Equilibrium Points," Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences, 38,170-174, Ðóñ. ïåð: È. Ë.
Ãëèêñáåðã, «Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå òåîðåìû Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé
òî÷êå ñ ïðèëîæåíèåì ê ñèòóàöèÿì ðàâíîâåñèÿ â ñìûñëå Íýøà», â ñá.
«Áåñêîíå÷íûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû», ïîä ðåä. Í. Í. Âîðîáüåâà, Ãîñ.
èçä. ôèç.-ìàò. ëèò-ðû., Ì. 1963, ñòð. 493-503), ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñò-
âîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðè ýòîì ïîìåíÿåòñÿ
òîëüêî âòîðàÿ ýòàï äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

ìèçàöèè ïðèáûëè ïî yj ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ïî
Yïðè îãðàíè÷åíèè Y# Y–j.

2) Äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü è âîãíóòîñòü ôóíêöèè ïðèáûëè
êàæäîãî ó÷àñòíèêà ïðè ëþáûõ îæèäàíèÿõ îòíîñèòåëüíî âûáîðà
äðóãèõ.

3) Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Íýøà.   &

Ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ, õîòü è ïîâûøàåò äîâå-
ðèå ê ìîäåëè Êóðíî, íî ìàëî ïîëåçåí äëÿ àíàëèçà îëèãîïîëèñòè-
÷åñêîãî ðûíêà. Áåç  èíôîðìàöèè, õàðàêòåðèçóþùåé ðàâíîâåñèå,
ìîäåëü Êóðíî, êàê è ëþáàÿ ìîäåëü, îêàçûâàëàñü áû ìàëî ïðè-
ãîäíîé. Ñëåäóþùèå äàëåå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ðàâ-
íîâåñèå Êóðíî ñ ìîíîïîëüíûì ðàâíîâåñèåì è ðàâíîâåñèåì â ñè-
òóàöèè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè.

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÊÓÐÍÎ Ñ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅÌ ÏÐÈ
ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉ ÊÎÍÊÓÐÅÍÖÈÈ

Íèæåñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äàþò ñðàâíèòåëüíóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà â îòðàñëè ïðè ðàçíûõ òèïàõ åå îðãà-
íèçàöèè.

Теорема 25.
(1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèå Êóðíî, (y

*
1, ..., y

*
n), è

ðàâíîâåñèå ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, (y%1, ..., y%n),
ñóùåñòâóþò, è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà  p(y) óáûâàåò.

Òîãäà ñóììàðíûé âûïóñê â ðàâíîâåñèè Êóðíî, Y* = 
n 

$
i=1

y
*
i,

íå ïðåâûøàåò ñóììàðíûé âûïóñê â óñëîâèÿõ ñîâåðøåí-

íîé êîíêóðåíöèè, Y% = 
n 

$
i=1

y%i.

(2) Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
- Y%  > 0,
- îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà, p(y), è ôóíêöèè èçäåðæåê,
cj(y), j = 1, ..., n äèôôåðåíöèðóåìû ïðè âñåõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ y, ïðè÷åì p′(Y*) < 0
- ôóíêöèè èçäåðæåê, cj(y), âûïóêëû,

òî Y* ìåíüøå Y%.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) Ïîñêîëüêó âûïóñê  y

*
j ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü j-îãî ïðî-

èçâîäèòåëÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóììàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñò-
âà îñòàëüíûõ ðàâåí Y *

–j, òî äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî
 p(Y*) y

*
j – cj(y

*
j) # p(Y

 *
–j + y%j)

 y%j – cj(y%j).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y%j äàåò j-ìó ïðîèçâîäèòåëþ ìàêñèìóì

ïðèáûëè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåíà íåèçìåííà è ðàâíà p(Y%),
ïîýòîìó

 p(Y%) y%j – cj(y%j) # p(Y%) y
*
j – cj(y

*
j).

Åñëè ñëîæèòü ýòè äâà íåðàâåíñòâà, òî ïîëó÷àåòñÿ
 p(Y*) y

*
j + p(Y%) y%j # p(Y

 *
–j + y%j)

 y%j + p(Y%) y
*
j. (*)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôèðìà j, êîòîðàÿ â ðàâ-
íîâåñèè Êóðíî ïðîèçâîäèëà áû áîëüøå, ÷åì â êîíêóðåíòíîì ðàâ-
íîâåñèè:

 y
*
j > y%j.

Ïðè óáûâàþùåé ôóíêöèè ñïðîñà èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäó-
åò, ÷òî

p(Y
 *
–j + y%j) > p(Y*).

Ïîñêîëüêó y%j # 0, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
p(Y

 *
–j + y%j)

 y%j # p(Y*) y%j.
Ñëîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì (*), ïîëó÷èì
 p(Y*) y

*
j + p(Y%) y%j # p(Y*) y%j + p(Y%) y

*
j

èëè
 [p(Y*) – p(Y%)] (y

*
j –  y%j) # 0.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî y*
j > y%j, òî

 p(Y*) # p(Y%).
Â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
 Y* ) Y%.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è äëÿ

âñåõ ôèðì âûïîëíåíî y*
j ) y%j. Ñóììèðóÿ ïî j, ïîëó÷àåì, ÷òî Y* ) Y%

.
(2) Äîêàæåì, èñïîëüçîâàâ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ÷òî íå-

ðàâåíñòâî çäåñü ñòðîãîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ñóììàð-
íûå âûïóñêè ñîâïàäàþò, ò.å. Y* = Y%.

Ìîæåò áûòü òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: ëèáî y
*
j = y%j äëÿ âñåõ j = 1, ...,

n, ëèáî y%j < y
*
j äëÿ íåêîòîðîãî j. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ñóùå-

ñòâóåò ïðîèçâîäèòåëü j, äëÿ êîòîðîãî y*
j > 0 è y%j ) y

*
j.

Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèòåëÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ðàâíîâåñèÿ Êóðíî èìååò âèä

p(Y*) + p′(Y*) y
*
j = cj′(y

*
j).

Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê ñëåäóåò, ÷òî
 cj′(y%j) ) cj′(y

*
j).

Òàêèì îáðàçîì
p(Y*) + p′(Y*) y

*
j # cj′(y%j) = p(Y%).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Y* = Y%, èìååì p(Y*) = p(Y%), îòêóäà
p′(Y*) y

*
j # 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óáûâàíèþ ôóíêöèè ñïðîñà. Òàêèì îáðàçîì
Y* < Y% .

&

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÑÒÜ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß, ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ
ÂÛÏÓÑÊÎÂ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èçäåðæêè ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé
îäèíàêîâû, ò.å. cj(y) = c(y), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè
âûïóñêè âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû (ðàâíîâåñèå áóäåò ñèì-
ìåòðè÷íûì), è ïîëîæèòåëüíû. Êðîìå òîãî, â ïðåäïîëîæåíèè
îäèíàêîâîñòè èçäåðæåê íåñëîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàâ-
íîâåñèÿ.

Теорема 26.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèå Êóðíî (y

*
1, ..., y

*
n) ñóùåñò-

âóåò è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) èçäåðæêè ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû, cj(y) =
c(y), j = 1, ..., n, ïðè÷åì c(y) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ;
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà, p(y), è ôóíêöèÿ èçäåðæåê,
c(y), äèôôåðåíöèðóåìû;
3) p(0) > c′(0);
4) p(y) óáûâàåò.
Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:
(i) Ðàâíîâåñèå ñèììåòðè÷íî:

 y
*
j = 

Y*

 n  ∀ j = 1, ..., n.

è êàæäàÿ ôèðìà âûïóñêàåò â ðàâíîâåñèè ïîëîæèòåëü-
íîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ò.å.
 y

*
j > 0,∀  j = 1, ..., n.

(ii) Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ p(y)y âîãíóòà, òî ðàâíî-
âåñèå åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
(i) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèè èçäåðæåê îäèíàêîâû, òî êà-

æäûé ïðîèçâîäèòåëü â ðàâíîâåñèè Êóðíî âûïóñêàåò îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïðîèçâîäèòåëè j è k, òàêèå ÷òî  y

*
j > y

*
k. Òîãäà èç óñëîâèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî
 p′(Y*) ( y

*
k – y

*
j) ) c′(y

*
k) – c′(y

*
j).

Íî ëåâàÿ ÷àñòü äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ
— íåïîëîæèòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, âûïóñêè âñåõ ïðîèçâîäèòå-
ëåé ñîâïàäàþò:

 y
*
j = 

Y*

 n  ∀ j.

Ñóììàðíûé âûïóñê îòðàñëè, Y*, íå ìîæåò áûòü ðàâíûì íó-
ëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ëþáîãî èç
ó÷àñòíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî

p(0) – c′(0) ) 0,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, y*

j > 0,∀  j.
(ii) Äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàâíîâåñèÿ Êóðíî

ìîæíî â äàííîì ñëó÷àå ïåðåïèñàòü â âèäå

p(Y*) + p′(Y*)  Y
*

 n  – c′(Y*

 n ) = 0,

èëè
n–1

n
 p(Y*) + 

1
n

 [p(Y*) + p′(Y*)Y*] – c′(Y*

 n ) = 0.

Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè p(y)y ñëåäóåò, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ
p(y) + p′(y)y íå âîçðàñòàåò. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç âûïóêëîñòè
ôóíêöèè c(y) ñëåäóåò íåóáûâàíèå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Ó÷èòû-
âàÿ óáûâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà p(y), ïîëó÷àåì, ÷òî âû-
ðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè óáû-
âàåò. Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü îáúåìà Y*, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî äàííîìó óðàâíåíèþ. &

Íèæåïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè
ôóíêöèè èçäåðæåê îëèãîïîëèñòîâ íå ñîâïàäàþò, òî íåëüçÿ ãà-
ðàíòèðîâàòü ñèììåòðè÷íîñòü ðàâíîâåñèÿ è ïîëîæèòåëüíîñòü âû-
ïóñêîâ; îáúåìû âûïóñêà â ìîäåëè Êóðíî ó íåêîòîðûõ ó÷àñòíè-
êîâ ìîãóò áûòü è íóëåâûìè.

Ïðèìåð 12.
Ïóñòü â äóîïîëüíîé îòðàñëè p(y) = 4 – 4y, c1(y1) = 2y1

2, c2(y2) =
2y2

2 + 3y1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâíîâåñèåì Êóðíî â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò òî÷êà y1 = 1/3, y2 = 0.  !!!!

Åùå îäèí ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ôóíêöèè ñïðîñà âàæíî äëÿ ñèììåòðè÷íîñòè è åäèíñòâåí-
íîñòè ðàâíîâåñèÿ Êóðíî.

Ïðèìåð 13.
Ïóñòü  â äóîïîëüíîé îòðàñëè

 p(y) = 


  

7 – y
6 ,  y ) 1, 

7 – 6y,  y # 1

è cj(y) = y2/4, j = 1, 2. Â òàêîé îòðàñëè ïîìèìî ñèììåòðè÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, (1/2, 1/2), ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî àñèììåòðè÷íûõ
ðàâíîâåñèé, â êîòîðûõ ñóììàðíîå ïðîèçâîäñòâî ðàâíî 1, íàïðè-
ìåð, (1/3, 2/3).80  !!!!

ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß Â ÌÎÄÅËÈ ÊÓÐÍÎ ÏÐÈ ÐÎÑÒÅ
ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÔÈÐÌ

Òîò, êòî èçó÷àë íà÷àëüíûé êóðñ ìèêðîýêîíîìèêè, ìîã
âñòðåòèòü íåôîðìàëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè â îòðàñëè
äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ ïðåäïðèÿòèé, òàê ÷òî
äîëÿ îòäåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ â îáùåì âûïóñêå îòðàñëè ìàëà, òî
êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íå îáëàäàþùåãî
ðûíî÷íîé âëàñòüþ (ïðèíèìàþùåãî öåíû êàê äàííûå81), è ñèòóà-
öèÿ â îòðàñëè ìîæåò áûòü äîâîëüíî òî÷íî îïèñàíà ìîäåëüþ ñî-
âåðøåííîé êîíêóðåíöèè. Ñìûñë óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ îëèãîïîëèè îòðàñëü â íåêîòîðîì
ñìûñëå âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ ê êîíêóðåíòíîé. Äîêàæåì âàðè-

                                          
80 Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

(Òåîðåìà 24), òî ïðè îäèíàêîâîñòè ôóíêöèé èçäåðæåê âñåãäà ñóùåñòâóeò
ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷ îëèãîïîëèñòîâ
ìû èìååì îäèíàêîâûå îòîáðàæåíèÿ  îòêëèêà R(y1, ..., yi-1, yi+1, yn). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî yk = ys, ãäå k, s ≠ i è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå R(y, ..., y, y, y).
Îíî ïî òåîðåìå Êàêóòàíè (ñ ïîìîùüþ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà
Íýøà) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ÷òî è äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå
ñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.

81 àíãë. price-taker
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àíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà â ìîäåëè Êóðíî
èçäåðæêè ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû, ò.å. cj(y) = c(y).

Теорема 27.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèå Êóðíî, (y

*
1, ..., y

*
n), è ðàâ-

íîâåñèå ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, (y%1, ..., y%n), ñóùå-
ñòâóþò ïðè ëþáîì n # 2, è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:
1) cj(y) = c(y), j = 1, ..., n, ïðè÷åì c(y) — âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ;
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) ñòðîãî óáûâàåò, à
ôóíêöèÿ p(y) y âîãíóòà82;
3) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà, p(y), è ôóíêöèÿ èçäåðæåê,
c(y), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïðè âñåõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ y,
4) c′(0) > 0, p(0) > c′(0) è ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà Y° òàêàÿ,
÷òî p(Y°) = c′(0).
Òîãäà
(i) ñóììàðíûé âûïóñê â ðàâíîâåñèè Êóðíî c n ó÷àñòíè-
êàìè, Y*

n, ðàñòåò ñ ðîñòîì n è ìåíüøå âåëè÷èíû Y°;
(ii) âûïóñê îòäåëüíîãî ó÷àñòíèêà, Y

*
n/n, ïàäàåò ñ ðîñòîì

n, ïðè÷åì lim 
 
n → ∞ Y

*
n/n = 0;

(iii) ïðèáûëü îòäåëüíîãî ó÷àñòíèêà, p(Y
*
n) Y

*
n

 n  – c(
Y

*
n

 n ), ïà-

äàåò ñ ðîñòîì n;

(iv)  lim 
 
n → ∞ Y

*
n = lim 

 
n → ∞ Y%

 
n = Y°,

ãäå Y%  
n — ñóììàðíûé âûïóñê òåõ æå ïðåäïðèÿòèé â óñ-

ëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê äîêàçàíî âûøå, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êàæ-

äûé èç ó÷àñòíèêîâ â ðàâíîâåñèè Êóðíî áóäåò âûïóñêàòü ïîëîæè-
òåëüíîå è îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè:

 y
*
j = 

Y*

 n  ∀ j,

è äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàâíîâåñèÿ Êóðíî ìîæíî â
äàííîì ñëó÷àå ïåðåïèñàòü â âèäå

                                          
82 Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ñóììàðíîé âûðó÷êå ïðåäïðèÿòèé îòðàñëè îò

ïðîäàæè ïðîäóêöèè â îáúåìå y.

p(Y*) + p′(Y*)  Y
*

 n  = c′(Y*

 n ).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì (ïî Òåîðåìå
26) ðàâíîâåñèåì Êóðíî.

(i) Ó÷èòûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîâåñèé Êóðíî â ñèòóàöèè ñ n + 1 è n îëèãî-
ïîëèñòàìè:

p(Y
*
n+1) + p′(Y

*
n+1)  Y

*
n+1

n+1 = c′(Y
*
n+1

n+1).

è

p(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n  = c′(Y
*
n

 n ).

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ñóì-
ìàðíîå âûïóñê â îëèãîïîëèñòè÷åñêîé îòðàñëè âîçðàñòàåò ñ ðîñ-
òîì ÷èñëà îëèãîïîëèñòîâ.

Ïðåäïîëîæèì, îáðàòíîå: ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî Y
*
n+1 ) Y

*
n.

Ïðè ýòîì èç óáûâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà ñëåäóåò, ÷òî

 np(Y
*
n+1) # np(Y

*
n)    è    0 > p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n .

Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè p(y) y ñëåäóåò, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ íå
âîçðàñòàåò, ò.å.

 p(Y
*
n+1) + p′(Y

*
n+1) Y

*
n+1 # p(Y

*
n) + p′(Y

*
n) Y

*
n.

Ñëîæèâ òðè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
 np(Y

*
n+1) + p(Y

*
n+1) + p′(Y

*
n+1) Y

*
n+1 >

 np(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n  + p(Y
*
n) + p′(Y

*
n) Y

*
n.

èëè

(n + 1)[p(Y
*
n+1) + p′(Y

*
n+1)  Y

*
n+1

n+1] > (n + 1)[p(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n ].

Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâûå
÷àñòè óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ Y

*
n+1 è Y

*
n ñîîòâåòñòâåííî, ïî-

ýòîìó

 c′(Y
*
n+1

n+1) > c′(Y
*
n

 n ).

Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûå
èçäåðæêè ðàñòóò, ïîýòîìó äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåíî òîëüêî åñëè

Y
*
n+1

n+1 > 
Y

*
n

 n ,
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íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî Y

*
n+1 )

Y
*
n. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúå-

ìîâ ïðîèçâîäñòâà Y*
n âîçðàñòàåò ïî n.83

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Y
*
n < Y° äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Y%  

n ) Y°,

ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Òåîðåìå 25, Y*
n < Y%  

n.
Âîñïîëüçîâàâøèñü äèôôåðåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîí-

êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ, âîçðàñòàíèåì ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê è
îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû Y°, çàïèøåì

p(Y%  
n) = c′(Y%  

n

 n ) # c′(0) = p(Y°).

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà
óáûâàåò, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Y%  

n ) Y°.
(ii) Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî Y

*
n/n ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ.
Ïîñêîëüêó p(y) y — âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ëåæèò ïîä ñâî-

åé êàñàòåëüíîé. Ïîýòîìó
p(Y

*
n+1)Y

*
n+1 ) p(Y

*
n)Y

*
n + [p(Y

*
n) + p′(Y

*
n)Y

*
n](Y

*
n+1 – Y

*
n)

èëè
[p(Y

*
n+1) – p(Y

*
n)]Y

*
n+1 ) p′(Y

*
n)Y

*
n(Y

*
n+1 – Y

*
n).

Ïîñêîëüêó ñóììàðíûé âûïóñê ïîëîæèòåëåí, òî ýòî íåðàâåí-
ñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n+1
 n [p(Y

*
n+1) – p(Y

*
n)] ) (n+1)

Y
*
n+1 – Y

*
n

 Y
*
n+1 

 p′(Y
*
n)

Y
*
n

 n . (*)

Ïóñòü äîêàçûâàåìîå íåâåðíî è äëÿ êàêîãî-òî n âûïîëíåíî
Y

*
n+1

n+1 # 
Y

*
n

 n ,

ò.å.

 (n+1)
Y

*
n+1 – Y

*
n

 Y
*
n+1 

 # 1.

Èç (*) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò â ñèëó òîãî, ÷òî
p′(Y

*
n) < 0, ÷òî

n+1
 n [p(Y

*
n+1) – p(Y

*
n)] ) p′(Y

*
n)

Y
*
n

 n ,

ïîñêîëüêó p′(Y
*
n) < 0.

Òàê êàê Y
*
n+1 > Y

*
n, òî èç óáûâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà

ïðè n # 2 ñëåäóåò, ÷òî

                                          
83 Âåëè÷èíà Y

*
1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîïîëüíûé âûïóñê, ò.å. Y

*
1 = y

M

 .

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî Y
*
n > y

M

  ïðè âñåõ n # 1.

 [p(Y
*
n+1) – p(Y

*
n)](n – 

n+1
 n ) < 0.

Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè p(y) y ñëåäóåò, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ íå
âîçðàñòàåò, ò.å. ïðè Y*

n+1 > Y
*
n âûïîëíåíî

 p(Y
*
n+1) + p′(Y

*
n+1) Y

*
n+1 ) p(Y

*
n) + p′(Y

*
n) Y

*
n.

Ñêëàäûâàÿ òðè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
 np(Y

*
n+1) + p(Y

*
n+1) + p′(Y

*
n+1) Y

*
n+1 <

 np(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n  + p(Y
*
n) + p′(Y

*
n) Y

*
n.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå è ðàçäåëèâ íà n+1, ïîëó÷èì

 p(Y
*
n+1) + p′(Y

*
n+1) Y

*
n+1

n+1 < p(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n .

Ó÷èòûâàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîâåñèÿ
Êóðíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

 c′



Y

*
n+1

n+1  < c′



Y

*
n

 n .

Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
Y

*
n+1

n+1 < 
Y

*
n

 n .

Äàëåå, óáûâàíèå âûïóñêà îòäåëüíîãî ó÷àñòíèêà äî íóëÿ, ò.å.

 lim 
 
n → ∞ 

Y
*
n

 n  = 0,

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììàðíûé âûïóñê Y
*
n îãðàíè÷åí ñâåðõó âå-

ëè÷èíîé Y°.
(iii)  Òàê êàê ñïðîñ óáûâàåò, òî ïðè Y*

n+1 > Y
*
n

 p(Y
*
n+1) Y

*
n+1 < p(Y

*
n) Y

*
n+1.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

 p(Y
*
n+1) Y

*
n+1

n+1 < p(Y
*
n) Y

*
n

 n  + p(Y
*
n) 





Y

*
n+1

n+1 – 
Y

*
n

 n .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ èçäåðæåê, êàê âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ, äîëæíà ëåæàòü âûøå ñâîåé êàñàòåëüíîé, ïîýòîìó

  c(
Y

*
n+1

n+1) # c(
Y

*
n

 n ) + c′(Y
*
n

 n ) 



Y

*
n+1

n+1 – 
Y

*
n

 n .

Êîìáèíèðóÿ äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

Πn+1 < Πn – 



c′(Y

*
n

 n ) – p(Y
*
n) 



Y

*
n+1

n+1 – 
Y

*
n

 n ,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç Πn ïðèáûëü îòäåëüíîãî ó÷àñòíèêà â îò-
ðàñëè ñ n ôèðìàìè â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ Êóðíî:

 Πn =  p(Y
*
n) Y

*
n

 n  – c(
Y

*
n

 n ).

Èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
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 c′(Y
*
n

 n ) – p(Y
*
n) = p′(Y

*
n) Y

*
n

 n  < 0.

Ïîñêîëüêó 
Y

*
n+1

n+1 < 
Y

*
n

 n , òî Πn+1 < Πn.

(iv)  Çàïèøåì åùå ðàç äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàâíîâåñèÿ Êóðíî:

p(Y
*
n) + p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n  = c′(Y
*
n

 n ).

Çäåñü Y
*
n ëåæèò â èíòåðâàëå [0, Y°]. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îá-

ðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà íåïðåðûâíà, òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü âî
âòîðîì ñëàãàåìîì — âåëè÷èíà îãðàíè÷åííàÿ, íà ýòîì èíòåðâàëå
îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äåëàÿ îöåíêè, ìû
ìîæåì ïåðâûé ñîìíîæèòåëü çàìåíèòü åãî ìàêñèìàëüíûì çíà÷å-
íèåì. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó, êîòî-
ðàÿ óáûâàåò äî íóëÿ ïðè n → ∞. Ïîýòîìó

  lim 
 
n → ∞  p′(Y

*
n)  Y

*
n

 n  = 0.84

Òàê êàê Y
*
n/ n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî â ñèëó íåïðåðûâíîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê

 c′(Y
*
n

 n ) → c′(0).

Òàêèì îáðàçîì,
 p(Y

*
n) → c′(0)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî c′(0) = p(Y°), ïîëó÷èì èç íåïðåðûâíîñòè è
óáûâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà, ÷òî

 Y
*
n → Y°.

Ïîñêîëüêó êîíêóðåíòíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà, Y%  
n, ëåæèò

ìåæäó Y*
n è Y°, òî îí ñòðåìèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó:

 Y%  
n → Y°.

 &

Óìåíüøåíèå ìîíîïîëüíîé âëàñòè ïðè ðîñòå ÷èñëà êîíêóðåí-
òîâ — ýòî äîâîëüíî ðåàëèñòè÷åñêàÿ, ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ íàøèì
ïðåäñòàâëåíèåì î ìîíîïîëüíîé âëàñòè êàðòèíà. Êîãäà ïðîèçâî-
äèòåëåé ìíîãî, òî êàæäûé èç íèõ îêàçûâàåò ìàëîå âëèÿíèå íà
ðûíîê, íà öåíó, ïî êîòîðîé ìîæåò ïðîäàâàòüñÿ ïðîäóêöèÿ, è ïî-

                                          
84 Ò.î. ìû âèäèì, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå îëèãîïîëèñòîâ, p(Y

*
n) ≈

c′(Y
*
n/n), ò.å. öåíà, ïî êîòîðîé îíè ïðîäàþò ïðîäóêöèþ, áëèçêà ê ïðå-

äåëüíûì èçäåðæêàì.

ýòîìó ñàìà ìîäåëü Êóðíî êàê ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ôåíîìåí íå-
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, îêàçûâàåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîé.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïðèâåäåííûå âûøå óòâåð-
æäåíèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðîñà è ïîñòîÿííûõ ïðå-
äåëüíûõ èçäåðæåê.

Ïðèìåð 14.
Ïóñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ëèíåéíà: p(y) = a – by, à

ôóíêöèè èçäåðæåê èìåþò âèä cj(yj) = cyj (j = 1,..,n), òàê ÷òî êàæ-
äàÿ ôèðìà ìàêñèìèçèðóåò

 Πj = (a – bY) yj – cyj.
Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàêñèìóìà ïðèáûëè èìååò âèä

a – bY*  – b yj = c.
Ïðîñóììèðîâàâ ïî j, ïîëó÷èì

na – nbY*  – bY* = nc.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíûé îáúåì âûïóñêà ðàâåí

 Y* = 
n (a – c)
(n + 1) b.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè äóîïîëèè

 Y* = 
2(a – c)

3b .

Ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðàâíà

 p* = a – b n
 (a – c)

(n + 1) b = 
a + n c
n + 1 = c + 

b
n + 1

a -  c
b

Âûïóñê â ñëó÷àå ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè áûë áû ðàâåí

 Y%  = 
a – c

b .

Òî åñòü, êàê è ñëåäóåò èç òåîðèè, Y* ) Y%. Ïðè óâåëè÷åíèè êî-
ëè÷åñòâà ôèðì â îëèãîïîëèè ñóììàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà âñå
áîëüøå ñáëèæàåòñÿ ñ îáúåìîì ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè:

 lim  
n→∞ 

n (a – c)
(n + 1) b  = 

a – c
b ,

à öåíà ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì:

lim  
n→∞ 

a + n c
n + 1  = c.  !!!!

Ðàâíîâåñèå Êóðíî è áëàãîñîñòîÿíèå
Ðàññìîòðèì îëèãîïîëüíóþ îòðàñëü, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 26, â òîì ÷èñëå, âñå ôèðìû
èìåþò îäèíàêîâûå ôóíêöèè èçäåðæåê, c(⋅). Êàê áûëî äîêàçàíî â
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Òåîðåìå 26, â òàêîé îòðàñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâå-
ñèå Êóðíî, ïðè÷åì îáúåì ïðîèçâîäñòâà ïîëîæèòåëåí:

 y
*
j = 

Y*

 n  > 0 ∀ j.

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî ðàâíîâåñèå ñ òî÷êè çðåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ
îáùåñòâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ îëèãîïîëèñòîâ â ìî-
äåëè Êóðíî ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âûáîðà ðåïðåçåíòàòèâíîãî
ïîòðåáèòåëÿ ñ êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè:

 u(x, z) = v(x) + z.
Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x âûïîë-

íåíî ñîîòíîøåíèå (ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà çíàê z èëè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äîõîäàõ ïîòðåáèòåëÿ)

p(x) = v′(x).
Èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

W(Y) = v(Y) – n c(
Y
n),

à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

W′(Y) = v′(Y) – c′(Y
n) = p(Y) – c′(Y

n).

Â ðàâíîâåñèè Êóðíî

 p′(Y
*
) Y

*

n   + p(Y
*
)  – c′(Y

*

n ) = 0,

îòêóäà âèäíà åãî íåîïòèìàëüíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ áëàãîñîñòîÿ-
íèÿ:

W′(Y
*
) =  – p′(Y

*
) Y

*

n  > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåìíîãî óâåëè÷èòü ñóììàðíûé âûïóñê
ïî ñðàâíåíèþ ñ Y

*
, òî áëàãîñîñòîÿíèå îáùåñòâà âîçðàñòåò.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

 W4 (Y, n) = 
1
n (p(Y)Y – n c(

Y
n)) + 

n – 1
n (v(Y) – n c(

Y
n)).

Åå ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âçâåøåííîå ñðåäíåå ñî-
âîêóïíîé ïðèáûëè è èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ.85 Ïîêàæåì,
÷òî ðàâíîâåñíûé îáúåì ïðîäàæ îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðûíêà â
ìîäåëè Êóðíî ìàêñèìèçèðóåò äàííóþ ôóíêöèþ. Ïðîèçâîäíàÿ
ýòîé ôóíêöèè ðàâíà

                                          
85 Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäëîæåíà â ñòàòüå Bergstrom, T.C., and H.

Varian (1985) "Two Remarks on Cournot Equilibria," Economic Letters,
19, 5-8. Ê ñîæàëåíèþ, äàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ñëó÷àé íåîäèíàêîâûõ ôóíêöèé èçäåðæåê.

 W4 ′(Y, n) = 
1
n (p′(Y)Y + p(Y) – c′(Y

n)) + 
n – 1

n (v′(Y)  –  c′(Y
n)) =

 =  
1
n (p′(Y)Y + p(Y) – c′(Y

n)) + 
n – 1

n
 (p(Y) –  c′(Y

n)) =

 = p′(Y) Y
n  + p(Y)  – c′(Y

n).

Êàê ìû âèäåëè, â ðàâíîâåñèè Êóðíî (Y= Y
*
) äàííàÿ âåëè÷èíà

ðàâíà íóëþ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, êàê è ðàíåå, âîãíóòîñòü ôóíê-
öèè p(Y)Y, óáûâàíèå ôóíêöèè ñïðîñà è âûïóêëîñòü èçäåðæåê, òî

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè W4 (Y, n) óáûâàåò ïî Y, ïîýòîìó W4 (Y, n)
ñòðîãî âîãíóòà ïî Y, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå Y

*
 äîñòèãàåòñÿ

åå (åäèíñòâåííûé) ìàêñèìóì.
Ïðè n → ∞ äîëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ôóíêöèè W4  ñòðåìèòüñÿ

ê íóëþ, à äîëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî — ê åäèíèöå, òàê ÷òî ôóíê-
öèÿ W4  âñå áîëüøå ñáëèæàåòñÿ ñ èíäèêàòîðîì áëàãîñîñòîÿíèÿ.
Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ôèðì
ðàâíîâåñèå Êóðíî ñòàíîâèòñÿ ïîõîæèì íà êîíêóðåíòíîå ðàâíîâå-
ñèå, â êîòîðîì, êàê ìû çíàåì, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ èíäèêà-
òîð áëàãîñîñòîÿíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Ìîäåëü Êóðíî è êîëè÷åñòâî ôèðì â îòðàñëè
Âûøå, ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå âûïóñêà êàê îëèãîïîëèñòè÷å-

ñêîãî ðûíêà â öåëîì, òàê è îòäåëüíûõ îëèãîïîëèñòîâ, ìû íå êà-
ñàëèñü âîïðîñà ïîëîæèòåëüíîñòè ïðèáûëè, è ïî ýòîé ïðè÷èíå
íàø àíàëèç ïîâåäåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîë-
íå óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Âîçìîæíî, îí ïðèåìëåì äëÿ êðàòêî-
ñðî÷íîé ïåðñïåêòèâû, íî â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå àíàëèç
äîëæåí áûòü ïåðåñìîòðåí. Ëþáîé îëèãîïîëèñò ñòàëêèâàþùèéñÿ
ñ îòðèöàòåëüíîé ïðèáûëüþ íà íåêîòîðîì ðûíêå ïðè îïòèìàëü-
íîì ïîâåäåíèè âåðîÿòíåå âñåãî áóäåò ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ îá
óõîäå ñ ýòîãî ðûíêà. Àíàëîãè÷íî, ëþáîé ïîòåíöèàëüíûé ïðîèç-
âîäèòåëü ðåøàþùèé âîïðîñ î âõîäå â îëèãîïîëèñòè÷åñêóþ îò-
ðàñëü, îöåíèâàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ èì ïîëîæèòåëüíîé (íå-
îòðèöàòåëüíîé) ïðèáûëè â ñëó÷àå åãî âõîäà â îòðàñëü. Êàê íå-
òðóäíî äîãàäàòüñÿ, ýòè âîïðîñû èìåþò îäíó è òó æå ïðèðîäó è â
ïðîñòåéøåé ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîé íàìè äàëåå, òåñíî ñâÿçàíû
ñ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííûõ (ôèêñèðîâàííûõ) èçäåðæåê è êîëè÷åñò-
âîì ôèðì óæå âîøåäøèõ è äåéñòâóþùèõ â îòðàñëè.

Ðàññìîòðèì îëèãîïîëüíóþ îòðàñëü, â êîòîðîé ó âñåõ îëèãî-
ïîëèñòîâ îäèíàêîâûå ôóíêöèè èçäåðæåê. Ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 27. Óäîáíî ïðåäñòà-
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âèòü èçäåðæêè êàæäîé ôèðìû êàê ñóììó ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê,
f > 0, è ïåðåìåííûõ èçäåðæåê, c((y), ãäå c((0) = 0:

 c(y) = f + c((y).
Ïóñòü y

M

  ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà. Ìû äîëæíû
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñòîÿííûå èçäåðæêè òàêîâû, ÷òî ìîíîïî-
ëèñò äåéñòâóÿ íà ýòîì ðûíêå, ïîëó÷èò íåîòðèöàòåëüíóþ ïðèáûëü

 Π(y
M

 ) # 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñòîÿííûå èçäåðæêè äîëæíû áûòü íå

ñëèøêîì âûñîêè: îíè íå äîëæíû ïðåâûøàòü ïðèáûëü ìîíîïîëè-
ñòà áåç ó÷åòà ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê:

  f ) Π( (y
M

 ),

ãäå Π( (y) = Π(y) – f. (Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ðûíîê íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, òî åñòü íå íàéäåòñÿ ïðîèçâîäèòåëåé, æå-
ëàþùèõ ïðîèçâîäèòü ïðîäóêöèþ íà ýòîì ðûíêå.)

×åðåç Πn áóäåì, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àòü ïðèáûëü, ïîëó÷àå-
ìóþ îòäåëüíîé ôèðìîé â îòðàñëè, ñîñòîÿùåé èç n ôèðì, à ÷åðåç

Π( n — ïðèáûëü áåç ó÷åòà ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê. Ïðè ýòîì Π( 1 —
ïðèáûëü ìîíîïîëèè áåç ó÷åòà ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê.

Êàê ìû äîêàçàëè ðàíåå, Πn (à, ñëåäîâàòåëüíî, è Π( n) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðè ñäåëàííûõ íàìè
ðàíåå ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðèáûëü Π( n ïîëîæèòåëüíà (â òîì ÷èñëå, Π(

1 > 0) è ïðè óâåëè÷åíèè n ñòðåìèòñÿ ê 0 (Π( n → 0). ×èòàòåëþ ïðåä-
ëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü ýòîò ôàêò ñàìîñòîÿòåëüíî.

Èç óáûâàíèÿ è ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0 < f )
Π( 1  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå êîëè÷åñòâî ôèðì â îòðàñëè
n(f) òàêîå, ÷òî

 Π( n(f) # f > Π( n(f)+1

èëè
 Πn(f) # 0 > Πn(f)+1.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî åäèíñòâåííî â ñèëó ñòðîãîãî óáûâàíèÿ
ïðèáûëè ïðè ðîñòå ÷èñëà îëèãîïîëèñòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàæäîãî f èç ïðîìåæóòêà (0, Π( 1] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ n(f). Ýòà
ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó çíà÷åíèþ ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ôèðì, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç
íèõ ïîëó÷àåò íåîòðèöàòåëüíóþ ïðèáûëü.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå âîçðàñòàåò ïî f è íå îãðàíè÷å-

íà ñâåðõó. Ïóñòü f ′ > f ″. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè n(f) ìû

èìååì, ÷òî Π( n(f
 
′) # f ′ > f ″ > Π( n(f ′′ )+1, ò.å. Π( n(f

 
′) > Π( n(f ′′ )+1 èç óáûâàíèÿ

ïðèáûëè ïî n ìû èìååì, ÷òî n(f ″) +1 > n(f ′) èëè n(f ″) # n(f ′). Íå-

îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî  n(Π(N) = N. Ñî-
ïîñòàâëÿÿ ýòè äâà ñâîéñòâà ôóíêöèè n(⋅), ïîëó÷èì, ÷òî

 lim  
f→0 n(f ) = ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì ìåíüøå ïîñòîÿííûå èçäåðæêè, òåì
áîëüøå ôèðì ìîæåò âîéòè â îòðàñëü, è â ïðåäåëå ôóíêöèîíèðî-
âàíèå îòðàñëè âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ ê ñèòóàöèè ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè (â ñèëó Òåîðåìû 27).

Ìû ïðåäñòàâèëè êîëè÷åñòâî îëèãîïîëèñòîâ íà ðûíêå êàê
ôóíêöèþ îò ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê. Åñòåñòâåííî òàêæå ðàññìîò-
ðåòü âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâà ÷èñëå îëè-
ãîïîëèñòîâ.86 Ýòî ÷èñëî äîëæíî ìàêñèìèçèðîâàòü  ñîâîêóïíûé
èçëèøåê

W(n) =  
Y

*
n

3
0

 p(x)dx – nc(
Y

*
n

n ).

Ïóñòü n- — îïòèìàëüíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ êî-
ëè÷åñòâî ôèðì â îëèãîïîëèñòè÷åñêîé îòðàñëè.

Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî n(f ) > n-  – 1. Ïî îï-
ðåäåëåíèþ n-  ìû èìååì, ÷òî W(n-) # W(n-  – 1), èëè

 
Y

*
n-

3
0

 p(x)dx – n-c(
Y

*
n-

n-
) # 

Y
*
n-–1

3
0

 p(x)dx – (n-  – 1)c(
Y

*
n-–1

n-–1
)

èëè

  –  c(
Y

*
n-–1

n-–1
) # –

Y
*
n-

3
Y

*
n-–1

p(x)dx – n-  [c(
Y

*
n-–1

n-–1
) – c(

Y
*
n-

n-
)].

Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì p(Y
*
n-–1) 

Y
*
n-–1

n-–1
, ïîëó÷èì

 Π  
n-–1 # p(Y

*
n-–1) 

Y
*
n-–1

n-–1
 –

Y
*
n-

3
Y

*
n-–1

p(x)dx – n-  [c(
Y

*
n-–1

n-–1
) – c(

Y
*
n-

n-
)).

Òàê êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò, òî

 

Y
*
n-

3
Y

*
n-–1

p(x)dx  < 

Y
*
n-

3
Y

*
n-–1

p(Y
*
n-–1)dx = p(Y

*
n-–1)(Y

*
n-  – Y

*
n-–1)

                                          
86 Ñëåäóþùèé äàëåå àíàëèç îñíîâûâàåòñÿ íà ñòàòüå Mankiw, N.G.,

M.D. Whinston (1986) "Free Entry and Social Inefficiency," Rand Journal
of Economics, 17, 48-58.



106
Òàêèì îáðàçîì, èìååì

 Π 
n-–1 > p(Y

*
n-–1)

 (
Y

*
n-–1

n-–1
 – Y

*
n-  + Y

*
n-–1) – n-  [c(

Y
*
n-–1

n-–1
) – c(

Y
*
n-

n-
)] =

 = n-  p(Y
*
n-–1)

 (
Y

*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
) – n-  [c(

Y
*
n-–1

n-–1
) – c(

Y
*
n-

n-
)].

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê c(⋅) èìååì, ÷òî

 c(
Y

*
n-–1

n-–1
) – c(

Y
*
n-

n-
) ) c′(

Y
*
n-–1

n-–1
) (

Y
*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷èì

 Π 
n-–1 > n-  p(Y

*
n-–1)

 (
Y

*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
) – n-  c′(

Y
*
n-–1

n-–1
) (

Y
*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
) =

 = n-  (p(Y
*
n-–1) – c′(

Y
*
n-–1

n-–1
))(

Y
*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
).

Èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

  Π  
n-–1 > – n-  p′(Y

*
n-–1) 

Y
*
n-–1

n-–1
 (

Y
*
n-–1

n-–1
 – 

Y
*
n-

n-
) > 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
 Π  

n-–1 > 0.
Ïóñòü, êàê è âûøå, n(f) — êîëè÷åñòâî ôèðì â îòðàñëè ïðè

ïîñòîÿííûõ èçäåðæêàõ f. Ïî îïðåäåëåíèþ 0 > Πn(f)+1.
Òàêèì îáðàçîì, Π  

n-–1 > Πn(f)+1. Â ñèëó ñòðîãîãî óáûâàíèÿ ïðè-
áûëè ïî ÷èñëó ôèðì, èìååì

 n-  – 1 < n(f) + 1

èëè
 n(f) # n-  – 1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ôèðì â îòðàñëè, n(f), íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå îïòèìàëüíîãî ÷èñëà ôèðì, n-, áîëåå ÷åì íà 1 ôèðìó.
Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà îïòè-
ìàëüíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ êîëè÷åñò-
âî ôèðì â îòðàñëè áîëüøå, ÷åì ïðè ñâîáîäíîì âõîäå äëÿ ìîäåëè
Êóðíî.

Ïðèìåð 15 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 14).
Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ, êàê íå òðóäíî ïîëó÷èòü, ïðè-

áûëü êàæäîãî îëèãîïîëèñòà ðàâíà

 Πj (n)= 
(a – c)2

 b ⋅ 1
(n + 1) 2 – F.

Èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò n ðàâåí

 W(n)= 
(a – c)2

 2b  — 1
2(n + 1) 2 

(a – c)2

 b   – nF.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà n(F) = 



a – c

 bF 
 – 1,

ãäå [ ]⋅  – îïåðàòîð âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè. Â ñëó÷àå åñëè a = 28, b = 10,
c = 10, F= 10 ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî  n(F) = 0.  Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ çíà÷åíèå èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ ïðè n ïðèíèìàþ-
ùèõ çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2  ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî W(0) = 0, W(1) =
172
80 , W(2) = – 

56
10 . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî  n-  = 1 – òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà. Íåïîñðåäñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè
W(n) óáåæäàåìñÿ, ÷òî  n-  = 1 – áóäåò ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì ýòîé
ôóíêöèè (ïîñëå n = 2 ýòà ôóíêöèÿ íà÷èíàåò óáûâàòü).

!!!!

ÇÀÄÀ×È

1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå âíóòðåííåãî ðàâíîâåñèÿ
à) èíäåêñ Ëåðíåðà äëÿ îòäåëüíîãî îëèãîïîëèñòà,

  
p – cj′

p ,

ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí åãî äîëå (δj) â ñóììàðíîì âûïóñêå è îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà;

á)  ñðåäíåâçâåøåííûé (ñ âåñàìè δj) èíäåêñ Ëåðíåðà ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëåí èíäåêñó Ãåðôèíäàëÿ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí
ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà.

Èíäåêñ êîíöåíòðàöèè Ãåðôèíäàëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
 H = $δj

2.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äàííîì êîëè÷åñòâå ôèðì â îòðàñëè èí-

äåêñ Ãåðôèíäàëÿ ìèíèìàëåí â ñèììåòðè÷íîì ðàâíîâåñèè.
ã) Ðàññìîòðèòå ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñèÿ â «ñèììåòðè÷íîé»

îòðàñëè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ ñïðîñà. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó
ñðåäíèé èíäåêñ Ëåðíåðà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷åñòâó
îëèãîïîëèñòîâ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîâåñèè Êóðíî ïðèáûëü ëþáîé ôèðìû
íèæå, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ôèðìà ÿâëÿåòñÿ ìîíîïîëèñòîì íà
òîì æå ðûíêå. (Èìååòñÿ â âèäó íåòðèâèàëüíîå ðàâíîâåñèå Êóðíî,
êîãäà õîòÿ áû îäíà äðóãàÿ ôèðìà èìååò íåíóëåâîé îáúåì ïðîèç-
âîäñòâà.)
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3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Êóðíî, èñ-

ïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå â òåêñòå óêàçàíèÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò è âîãíóòà, à
ôóíêöèÿ èçäåðæåê âûïóêëà,  îáå îíè äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå (óñëîâèå Õà-
íà)

 p′(Y) + p′′ (Y) yj < 0 è p′(Y) – cj″(yj) < 0 ∀  j, Y, yj.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò è
âîãíóòà, òî îòîáðàæåíèå îòêëèêà êàæäîãî ïðîèçâîäèòåëÿ íå âîç-
ðàñòàåò, ò.å. åñëè Y

1
–j < Y

2
–j, òî äëÿ ëþáûõ y

1
j ∈ Rj(Y

1
–j) è y

2
j ∈ Rj(Y

2
–j)

âûïîëíåíî y1
j # y

2
j.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî
 Πj(Y

1
–j, y

1
j) # Πj(Y

1
–j, y

2
j)  è  Πj(Y

2
–j, y

2
j) # Πj(Y

2
–j, y

1
j).

Ïðåäïîëîæèòå ïðîòèâíîå (y1
j < y

2
j) è èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå âî-

ãíóòîñòè ôóíêöèè.

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) è ôóíê-
öèÿ èçäåðæåê cj(y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

 p′(Y) + p′′ (Y) yj < 0 è p′(Y) – c j′′ (yj) < 0 ∀  j, Y, yj.  (*)
Äîêàæèòå ÷òî ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñò-

âåííîå ðàâíîâåñèå Êóðíî, à åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèè èçäåðæåê
âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû, ýòî ðàâíîâåñèå ñèììåòðè÷íî,
ò.å. y*

j = y
*
i  ∀  j, i

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
 Tj(Y, yj) = p(Y) + p′(Y) yj

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (y
*
1,..., y

*
n) — ðàâíîâåñèå Êóðíî, òî

Tj(Y
*
 , y

*
j) ) 0,

ïðè÷åì   
Tj(Y

*
 , y

*
j) = 0, åñëè y*

j > 0,

ãäå Y*
 = 

  

$
 j

 y
*
j.

(1) Ïîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ (*) ôóíêöèè Tj(Y
*
 , y

*
j) ìîíîòîí-

íî óáûâàþò ïî îáåèì ïåðåìåííûì. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåäïîëîæåíèå
(**).

(2) Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðàâíîâåñèÿ Êóðíî, òàêèå ÷òî äëÿ
ñóììàðíûõ îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà âûïîëíåíî Y

1
  # Y

2
 . Äîêàæèòå

îò ïðîòèâíîãî, èñïîëüçóÿ (**), ÷òî y
1
j ) y

2
j ∀ j. Òàêèì îáðàçîì, ñóì-

ìàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà â äâóõ ðàâíîâåñèÿõ Êóðíî äîëæåí
ñîâïàäàòü. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé Y1

  = Y
2
  è äîêàæèòå, ÷òî y1

j = y
2
j ∀ j.

(3) Äîêàæèòå ñèììåòðè÷íîñòü ðàâíîâåñèÿ.

7. Ïóñòü òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, âûïîëíåíî
ïðåäïîëîæåíèå (**). Ðàññìîòðèòå âíóòðåííèå ðàâíîâåñèÿ Êóðíî
ïðè n è n+1 ó÷àñòíèêàõ. Ïîêàæèòå, ÷òî Y*

n+1 > Y
*
n è y*

j,n+1 < y
*
j,n.

8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ó âñåõ ïðîèçâî-
äèòåëåé ïîñòîÿííû è âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (**).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðåäåëüíûå èçäåðæêè îäíîãî èç ïðîèç-
âîäèòåëåé ñîêðàùàþòñÿ ïðè íåèçìåííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæêàõ
äðóãèõ ïðîèçâîäèòåëåé, òî èõ âûïóñê â ðàâíîâåñèè Êóðíî ñî-
êðàùàåòñÿ, à ñîâîêóïíûé âûïóñê âîçðàñòàåò.

9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (*), ôóíêöèè èç-
äåðæåê îëèãîïîëèñòîâ îäèíàêîâû è ñðåäíèå èçäåðæêè  íå óáû-
âàþò. Òîãäà áëàãîñîñòîÿíèå (èçìåðÿåìîå âåëè÷èíîé ñîâîêóïíîãî
èçëèøêà) âîçðàñòàåò ïðè ðîñòå ÷èñëà ôèðì â îòðàñëè.

10. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â äóîïîëèè Êóðíî ïðåäåëüíûå èç-
äåðæêè ïðîèçâîäèòåëåé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

 c1′(y) > c2′(y),
òî â ðàâíîâåñèè ïåðâûé ïðîèçâîäèò ìåíüøå, ÷åì âòîðîé.

11. Ïóñòü èçäåðæêè îëèãîïîëèñòîâ â ìîäåëè Êóðíî ïîñòîÿí-
íû cj(yj) = Cj

 , à îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ðàâíà
 p(y) = exp(–y).
Ïîêàçàòü, ÷òî ó èãðîêîâ åñòü äîìèíèðóþùèå ñòðàòåãèè, è

íàéòè èõ. Êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñóììàðíûé âûïóñê îòðàñëè ñ
óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïðîäàâöîâ?

12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñòîÿííûå èçäåðæêè îëèãîïîëèñòîâ
ðàâíû 0, à ïåðåìåííûå èçäåðæêè îäèíàêîâû, òî ïðèáûëü îëèãî-
ïîëèñòîâ ïîëîæèòåëüíà è ïðè ðîñòå ÷èñëà îëèãîïîëèñòîâ ñòðå-
ìèòñÿ ê 0.
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2. Модель дуополии Штакельберга
Â ìîäåëè äóîïîëèè, ïðåäëîæåí-

íîé Ãåíðèõîì ôîí Øòàêåëüáåðãîì,87

ïåðâûé ó÷àñòíèê âûáèðàåò ïðîèçâî-
äèìîå êîëè÷åñòâî, y1, è ÿâëÿåòñÿ ли-
дером. Ïîä ýòèì ìû ïîäðàçóìåâàåì
òî, ÷òî âòîðîé ó÷àñòíèê (ведомый)
ðàññìàòðèâàåò îáúåì ïðîèçâîäñòâà,
âûáðàííûé ïåðâûì ó÷àñòíèêîì, êàê
äàííûé. Äðóãèìè ñëîâàìè, âòîðîé
ó÷àñòíèê ñòàëêèâàåòñÿ ñ îñòàòî÷íûì

ñïðîñîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç èñõîäíîãî ñïðîñà
âåëè÷èíû y1. Îðèåíòèðóÿñü íà ýòîò îñòàòî÷íûé ñïðîñ, âòîðîé
ó÷àñòíèê âûáèðàåò ñâîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà, y2 (èëè öåíó, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå îäíî è òî æå). Ëèäåð «ïðîñ÷èòûâàåò» äåéñòâèÿ
âåäîìîãî, îïðåäåëÿåò, êàêàÿ öåíà óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðûíêå ïðè
êàæäîì y1, è èñõîäÿ èç ýòîãî ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ïðèáûëü. Â
îñòàëüíîì ìîäåëü ïîâòîðÿåò ìîäåëü Êóðíî.

Ýòà ìîäåëü ïðèëîæèìà, íàïðèìåð, ê ñèòóàöèè, êîãäà â íîâîé
îòðàñëè ëèäèðóþùàÿ ôèðìà âûáèðàåò ðàçìåð ñòðîÿùåãîñÿ çàâîäà
(ìîùíîñòü) è ðåøàåò «ðàáîòàòü íà ïîëíóþ ìîùíîñòü». Ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî îíà õîðîøî îïèñûâàåò ðûíî÷íóþ ñèòóàöèþ â ñëó÷àå, êî-
ãäà ôèðìà-ëèäåð, çàíèìàåò çíà÷èòåëüíóþ äîëþ ðûíêà. Òàê èëè
èíà÷å, ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííûå â ìîäåëè íå ñòîëü è ðåäêè íà
ðåàëüíûõ ðûíêàõ. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè èãð ìîäåëü
Øòàêåëüáåðãà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ èãðó ñ
ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, â
êîòîðîé ëèäåð äåëàåò õîä
ïåðâûì. Äåðåâî èãðû èçî-
áðàæåíî íà Ðèñ. 58.

Âûïóñêè (y
S
1 , y

S
2 ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñîâåðøåííîìó â
ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèþ ýòîé
ìîäåëè ïðèíÿòî íàçûâàòü
равновесием Штакельберга.

                                          
87 Von Stackelberg, H. Marktform und Gleichgewicht. Wien: Springer,

1934.

Âåêòîð âûïóñêîâ íå åñòü ñîáñòâåííî ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ
ðàâíîâåñèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå
— ýòî íàáîð ñòðàòåãèé, (y

S
1 , r

S
2 (⋅)), ãäå r

S
2 (⋅) — ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòå-

ãèÿ âåäîìîãî èãðîêà. (Ñòðàòåãèÿ âåäîìîãî èãðîêà äîëæíà áûòü
ôóíêöèåé r2(y1), êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó õîäó ëèäåðà íå-
êîòîðûé îòêëèê.)

Îïðåäåëåíèå 15.
Âåêòîð âûïóñêîâ (y

S
1 , y

S
2 ), íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì Øòàêåëü-

áåðãà, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ (ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðàâíîâåñíóþ
ñòðàòåãèþ âåäîìîãî)

 r
S
2 (⋅):  " 

+ !  " 
+,

òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1) Âûïóñê y2 = r

S
2 (y1) ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü âåäîìîãî íà [0,

+∞) ïðè ëþáîì âûïóñêå ëèäåðà, y1 # 0.
2) Âûïóñê y

S
1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ìàêñè-

ìèçàöèè ïðèáûëè ëèäåðà:
 Π1 = y1

 p(y1 + r
S
2 (y1)) y1 – c1(y1) → max  

y1# 0.

Ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà íàõîäÿò ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé èí-
äóêöèè. Ëèäåð, íàçíà÷àÿ âûïóñê, ðàññ÷èòûâàåò îòêëèê âåäîìîãî,
R2(y1). Îòêëèê áóäåò òàêèì æå, êàê â ìîäåëè Êóðíî. Âîîáùå ãî-
âîðÿ, îòêëèê ìîæåò áûòü íåîäíîçíà÷íûì. Òîãäà ðàçëè÷íûå
ôóíêöèè r2(y1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

 r2(y1) ∈  R2(y1) ∀ y1

ìîãóò çàäàâàòü ðàçëè÷íûå ðàâíîâåñèÿ.
Ìû áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,

÷òî îïòèìàëüíûé îòêëèê îäíîçíà÷åí, ò.å. R2(y1) — ôóíêöèÿ88.
Çàäà÷à ëèäåðà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

 Π1 = y1
 p(y1 + R2(y1)) y1 – c1(y1) → max  

y1# 0.
Åñëè ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ y

S
1, è y

S
2  = R2(y

S
1 ), òî (y

S
1 ,

y
S
2 ) — ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà.

Äóîïîëèþ Øòàêåëüáåðãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè (ñì.
Ðèñ. 59).  Ðàçíèöó ìåæäó ðàâíîâåñèÿìè â ìîäåëÿõ Êóðíî è Øòà-
êåëüáåðãà èëëþñòðèðóåò Ðèñóíîê 60. Ëèäåð âûáèðàåò òî÷êó íà
êðèâîé îòêëèêà, êîòîðàÿ áû ìàêñèìèçèðîâàëà åãî ïðèáûëü. Â

                                          
88 Îäíîçíà÷íîñòü îòêëèêà ìîæíî, íàïðèìåð, ãàðàíòèðîâàòü, åñëè âû-

ïîëíåíî óñëîâèå Õàíà (ñì. ñíîñêó 78).

1-й (лидер)

2-й (ведомый)
y1

y2





Π1 = y1

 p(y1 + y2) – c1(y1)
Π2 = y2

 p(y1 + y2) – c2(y2)
 

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 58585858. Äóîïîëèÿ. Äóîïîëèÿ. Äóîïîëèÿ. Äóîïîëèÿ
ØòàêåëüáåðãàØòàêåëüáåðãàØòàêåëüáåðãàØòàêåëüáåðãà

y2 = R2(y1)

y1

y2

yS

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 59595959
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ðàâíîâåñèè êðèâàÿ ðàâíîé ïðèáûëè ëèäåðà êàñàåòñÿ êðèâîé îò-
êëèêà.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ Øòàêåëüáåðãà
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè

Øòàêåëüáåðãà.

Теорема 28.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè èçäåðæåê cj(y) äèôôåðåíöèðóåìû,
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà p(y) íåïðåðûâíà è óáûâàåò,
3) ñóùåñòâóþò y(j > 0  j  = 1, 2 òàêèå, ÷òî p(yj) < cj′(yj) ïðè yj

# y(j.
Òîãäà ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà (y

S
1 , y

S
2 )  ñóùåñòâóåò,

ïðè÷åì  0 ) y
S
j  < y%j.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò äîêàçà-

òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîíîïîëèè.
1) Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ îæèäàíèÿõ îòíîñèòåëüíî âûïóñ-

êà ëèäåðà âåäîìîìó íå âûãîäíî âûáèðàòü îáúåì ïðîèçâîäñòâà,
ïðåâûøàþùèé îáúåì y(2, â òîì ñìûñëå, ÷òî Π2(y1, y2) < Π2(y1, y(2) ∀ y1

ïðè y2 > y(2. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ïðèáûëåé:
Π2(y1, y2) – Π2(y1, y(2) = p(y1 + y2)

 y2 – p(y1 + y(2)
 y(2 – (c2(y2) – c2(y(2)).

Ýòó ðàçíîñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π2(y1, y2) – Π2(y1, y(2) =

 = p(y1 + y2)
 y2 – p(y1 + y(2)

 y(2 – 
y2

3
y(2

p(y1 + t)dt + 
y2

3
y(2

[p(y1 + t) – c 
2′ (t)]dt.

Ïîñêîëüêó  p(y) óáûâàåò, òî p(y1 + y2) < p(y1 + t) ïðè t < y2 è p(y1

+ t) ) p(t) ïðè y1 # 0, ïîýòîìó
Π2(y1, y2) – Π2(y1, y(2) <

 < p(y1 + y2)
 y2 – p(y1 + y(2)

 y(2 – p(y1 + y2)(y2 – y(2) + 
y2

3
y(2

[p(t) – c 
2′ (t)]dt =

 = (p(y1 + y2) – p(y1 + y(2)) y(2  + 
y2

3
y(2

[p(t) – c 
2′ (t)]dt < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáûëü âåäîìîãî ïðè y2 = y(2 âûøå, ÷åì ïðè
âûïóñêå ëþáîãî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà. Òåì ñàìûì, èñõîäíàÿ çà-
äà÷à âûáîðà âåäîìîãî (ïðè ëþáîì íàïåðåä çàäàííîì y1 # 0) ýêâè-
âàëåíòíà çàäà÷å âûáîðà íà îòðåçêå [0, y(2]. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòî-
áðàæåíèå îòêëèêà   èñõîäíîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì
îòêëèêà â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè âåäîìîãî íà îòðåçêå [0,
y(2]. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è

ïðè äàííîì y1 ÷åðåç R( 2(y1). Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

îòêëèêà R( 2: "
 
+ ! [0, y(2]. Ìû äîêàçàëè, ÷òî R( 2(y1) = R2(y1) ∀ y1.

Ïî Òåîðåìå 30 èç Ïðèëîæåíèÿ (ñòð. 112) äëÿ ëþáîãî y ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé R( 2(y) íåïóñòî è êîìïàêòíî, è, êðîìå òîãî, îòî-

áðàæåíèå R( 2(⋅) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. (×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿ-
åòñÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà â
äàííîì ñëó÷àå.) Â ñèëó ñîâïàäåíèÿ R( 2(⋅) è R2(⋅) òåìè æå ñâîéñò-
âàìè áóäåò îáëàäàòü è R2(⋅).

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
 Π1(y1, y2) = y1

 p(y1 + y2)
 y1 – c1(y1) → max  

y1,y2# 0. (• )
 y2 ∈  R2(y1).
Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò.
Ïîëüçóÿñü òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è äëÿ ôóíêöèè ïðè-

áûëè âåäîìîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàïåðåä çàäàí-
íîì y2 # 0 ïðèáûëü ëèäåðà â òî÷êå y1 = y(1 áîëüøå, ÷åì âî âñåõ òî÷-
êàõ y1 > y(1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (• ) íå èç-
ìåíèòñÿ, åñëè â íåå äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷èòü îãðàíè÷åíèå y1 ) y(1.

Òàêèì îáðàçîì, íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ëèäåðà ïî y1 è y2 íà ìíîæåñòâå

 56= {(y1, y2) | y1 ∈  [0, y(1], y2 ∈  R2(y1) ⊂  [0, y(2]}.

y2 = R2(y1)

y1

y2

yS

yC

y1 = R1(y2)

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 60606060
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Èç äîêàçàííûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ R2(⋅) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
5 íåïóñòî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ òà-
êîé çàäà÷è ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

3) Ïóñòü (y
S
1 , y

S
2 ) — íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (• ). Òåïåðü âû-

áðàâ ëþáóþ ôóíêöèþ r
S
2 (y1), ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-

êó (y
S
1 , y

S
2 ), è òàêóþ ÷òî

 r
S
2 (y1)∈ R2(y1) ∀ y1,

óâèäèì, ÷òî âûïóñê yS
1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ëèäåðà

 Π1 = y1
 p(y1 + r

S
2 (y1)) y1 – c1(y1) → max  

y1# 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò âûïóñê ìàêñèìèçèðóåò öåëè ëèäåðà íà

âñåì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå çàäà÷è (• ), à çíà÷èò — è íà ìíîæå-
ñòâå, ñóæåííîì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì  y2 ∈  r

S
2 (y1). Òåì

ñàìûì ïàðà  y
S
1 , r

S
2 (⋅) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ðàâíîâåñèÿ Øòà-

êåëüáåðãà.     &

Ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà è ðàâíîâåñèå
Êóðíî

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñðàâíèòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà â
ìîäåëè Êóðíî è â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà. Ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ
äëÿ âåäîìîãî îäíîçíà÷åí: â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà îí ïðîèçâîäèò
ìåíüøå. Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü yC
1  è yC

2  — îáúåìû ïðîèçâîäñòâà â ìîäåëè Êóðíî.
Ëèäåð â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà â ïðåäïîëîæåíèè îäíîçíà÷íî-

ñòè îòêëèêà âåäîìîãî âñåãäà ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå òàêóþ æå
ïðèáûëü, êàê â ìîäåëè Êóðíî, íàçíà÷èâ y1 = y

C
1 , ïîýòîìó

 p(y
C
1  + y

C
2 ) y

C
1  – c1(y

C
1 ) ) p(y

S
1  + y

S
2 ) y

S
1  – c1(y

S
1 ).89

Ïîñêîëüêó yC
1  ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ëèäåðà ïðè y2 = y

C
2 , òî

 p(y
S
1  + y

C
2 ) y

S
1  – c1(y

S
1 ) ) p(y

C
1  + y

C
2 ) y

C
1  – c1(y

C
1 ).

Åñëè yS
1  > 0, òî èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

 p(y
S
1  + y

C
2 ) ) p(y

S
1  + y

S
2 ).

Èç óáûâàíèÿ ñïðîñà èìååì, ÷òî
 y

C
2  # y

S
2.

Ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ìåæäó îáúåìàìè ïðîèçâîäñòâà ëèäåðà â
äâóõ ñèòóàöèÿõ çàâèñèò îò íàêëîíà êðèâîé îòêëèêà. Â ñëó÷àå,

                                          
89 Äàííîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî êàê ñðàâíåíèå ïðèáûëåé ëèäåðà ïðè

âûáîðå èì îáúåìîâ âûïóñêà y
S
1  è y

C
1 . Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îïòèìàëü-

íûì îòêëèêîì âåäîìîãî íà y
S
1  áóäåò y

S
2 , à íà y

C
1  – y

C
2 .

åñëè R2(⋅) óáûâàåò (íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå, êîòîðûé
äîëæåí çàâåäîìî âêëþ÷àòü, êàê yC

2  òàê è  yS
2), èìååì

 y
C
1  ) y

S
1.

Åñëè æå R2(⋅) âîçðàñòàåò, òî, íàîáîðîò,
 y

C
1  # y

S
1.

Ôóíêöèÿ R2(⋅) óáûâàåò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïðîñà
è ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Ïðèìåð âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè îòêëèêà ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî òðóäíî. Íà Ðèñ. 61 ïîêà-
çàíà êðèâàÿ îòêëèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà
p(y) = 1/y2 ïðè ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæêàõ. Ïðè ìàëûõ
îáúåìàõ ïðîèçâîäñòâà ëèäåðà îíà âîçðàñòàåò, à ïðè áîëüøèõ —
óáûâàåò. Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì òåîðåìó.

Теорема 29.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà, p(y), è ôóíêöèÿ èçäåðæåê,
c2(y), äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû,
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà èìååò îòðèöàòåëüíóþ ïðî-
èçâîäíóþ: p′(y) < 0, ∀ y # 0,
3) p′(y1 + y2) – c2″(y2)  < 0 ïðè ëþáûõ y1 è y2,
4) îòêëèê R2(y1) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöè-
åé.90

Òîãäà â òåõ òî÷êàõ y1, ãäå R2(y1) > 0, íàêëîí ôóíêöèè
îòêëèêà R2(y1), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
 – 1 < R2′(y1) ,

                                          
90 Îäíîçíà÷íîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòêëèêà ðàññìîòðåíû â Ïðè-

ëîæåíèè.

y2 = R2(y1)

y1

y2

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 61616161
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òî åñòü ñóììàðíûé âûïóñê R2(y1) + y1, âîçðàñòàåò.
Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå91

 p′(y1 + y2) + p″(y1 + y2)
 y2  < 0   ∀ y1, y1

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû
R2′(y1) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàæåì, ÷òî ñóììàðíûé

âûïóñê äóîïîëèè, y1 + R2(y1), âîçðàñòàåò ïî y1. Ôóíêöèÿ R2(y1) ïðè
âñåõ y1 òàêèõ, ÷òî R2(y1) > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà — ðàâåíñòâó

p(y1 + R2(y1)) + p′(y1 + R2(y1))⋅R2(y1) = c2′(R2(y1)).
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî y1, ïîëó÷èì

p′(y1 + R2(y1))⋅(1 + R2′(y1)) + p″(y1 + R2(y1))R2(y1)⋅(1 + R2′(y1)) +
 + p′(y1 + R2(y1))⋅R2′(y1) = c2″(R2(y1))⋅R2′(y1).

Îòñþäà
(1 + R2′(y1))⋅[2p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))R2(y1) – c2″(R2(y1))] =

  = p′(y1 + R2(y1)) – c2″(R2(y1)).
Ïî óñëîâèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
 2p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))⋅R2(y1) – c2″(R2(y1)) ) 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
p′(y1 + R2(y1)) – c2″(R2(y1))  < 0.

Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî
 2p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))⋅R2(y1) – c2″(R2(y1)) ≠ 0 

Ïîëó÷àåì, ÷òî
 1 + R2′(y1) =

  = 
p′(y1 + R2(y1)) – c2″(R2(y1))

2p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))⋅R2(y1) – c2″(R2(y1))
, (*)

îòêóäà  1 + R2′(y1) > 0 èëè R′2(y1) > –1 .
Äîêàæåì òåïåðü íåóáûâàíèå ôóíêöèè îòêëèêà R2(y1). Óñëî-

âèå (*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

 R2′(y1) = – 
p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))⋅R2(y1)

2p′(y1 + R2(y1)) + p″(y1 + R2(y1))⋅R2(y1) – c2″(R2(y1))
.

Â ýòîé äðîáè çíàìåíàòåëü îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó óñëîâèå R2′(y1) < 0
ýêâèâàëåíòíî îòðèöàòåëüíîñòè  ÷èñëèòåëÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.   &

                                          
91 Ýòî óñëîâèå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè

ïîòðåáèòåëüñêîãî èçëèøêà. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îäíî óïîìèíàâøèõñÿ
ðàíåå óñëîâèé Õàíà.

Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûì ðàíåå ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷èì, ÷òî åñëè
R2(⋅) óáûâàåò, òî

 y
C
1  + y

C
2  ) y

S
1  + y

S
2,

à åñëè âîçðàñòàåò, òî
y

C
1  + y

C
2  # y

S
1  + y

S
2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíàÿ öåíà â ðàâíîâåñèè Øòàêåëüáåðãà íå

ïðåâûøàåò ðàâíîâåñíóþ öåíó â ðàâíîâåñèè Êóðíî, âî âòîðîì —
íàîáîðîò.

Èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ óáûâàþ-
ùåé êðèâîé îòêëèêà ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 62. Èç ðèñóíêà âèäíî,
÷òî ïîñêîëüêó òî÷êà ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà ëåæèò
íèæå êðèâîé ðàâíîé ïðèáûëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êà ðàâíîâå-
ñèÿ â ìîäåëè Êóðíî, òî îáúåì y

C
2  äîëæåí áûòü âûøå y

S
2. Èç-çà

óáûâàíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà îáúåì y
C
1  îêàçûâàåòñÿ íèæå y

S
1.

Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ïîä óãëîì 45° ïîêàçûâà-
åò ðàñïîëîæåíèå òî÷åê, â êîòîðûõ ñóììàðíûé âûïóñê îäèíàêîâ.
Ïîñêîëüêó êðèâàÿ îòêëèêà áîëåå ïîëîãàÿ, òî y

C
1  + y

C
2  îêàçûâàåòñÿ

ìåíüøå yS
1  + y

S
2.

Ìîæíî ñðàâíèòü òàêæå ïðèáûëè ó÷àñòíèêîâ â äâóõ ñèòóàöè-
ÿõ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì ïðè-
áûëü ëèäåðà â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà âûøå. ×èòàòåëþ ïðåäëàãà-
åòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîñòîé ôàêò, ÷òî ïðèáûëü âåäîìî-
ãî â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà âûøå â ñëó÷àå âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè
îòêëèêà, è íèæå â ñëó÷àå óáûâàþùåé ôóíêöèè îòêëèêà.

y2 = R2(y1)

y1

y2

yS

yC

45°

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 62626262
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Ïðèìåð 16.
Ïóñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ëèíåéíà: p(y) = a – by, à

ôóíêöèè èçäåðæåê äóîïîëèñòîâ èìåþò âèä cj(yj) = cyj (j = 1,2).
Ôóíêöèÿ îòêëèêà âòîðîãî ðàâíà

 R2(y1) = 
a – c – by1

2b .

Ïîäñòàâèâ åå â ïðèáûëü ëèäåðà, ïîëó÷èì

 Π1 = 
a – c

2
 y1 – 

b
2

 (y1)
2.

Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

 y
S
1  = 

a – c
2b .

Êðîìå òîãî, â ðàâíîâåñèè

 y
S
2  = 

a – c
4b .

Ñóììàðíûé âûïóñê ðàâåí

 y
S
1  + y

S
2  = 

3
4 

a – c
b

Ýòî áîëüøå, ÷åì âûïóñê â ìîäåëè Êóðíî, íî ìåíüøå, ÷åì âûïóñê
ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, òî åñòü èìååòñÿ íåîïòèìàëü-
íîñòü. !!!!

Ïðèëîæåíèå

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó óñëîâíîé ìàêñèìèçà-
öèè:

 f (x, y) → max  
y

 y ∈  β(x), (Ρ)
ãäå x ∈  S ⊂  "m

 , β(x) ⊂  "n
 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(x) çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ìàêñè-
ìóìå:

 m(x) = max{f(x, y) | y ∈  β(x)},
à ÷åðåç r(x) — ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ïàðàìåòðàõ
x:

 r(x) = {y ∈  β(x) | f(x, y) = m(x)}.
Îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è âåðíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:92

                                          
92 Ñì. Â. Ãèëüäåíáðàíä, «ßäðî è ðàâíîâåñèå â áîëüøîé ýêîíîìèêå».

— Ì.: Íàóêà, 1986, ñ. 31.

Теорема 30.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå β(x) êîìïàêòíîçíà÷íî è íåïðåðûâ-
íî, à f(x, y) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
à) ôóíêöèÿ m(x) íåïðåðûâíà;
á) äëÿ ëþáîãî x ∈  S ìíîæåñòâî r(x) íå ïóñòî è êîìïàêò-
íî, ïðè÷åì r(⋅) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
îòêëèêà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Теорема 31.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (Ρ) ñ ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì
β(x) = β. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà (x%, y%), òà-
êàÿ ÷òî y%  ∈  r(x%) è y%  ∈  int(β). Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà è ñòðîãî âîãíóòà ïî y â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè (x%, y%), è |∇ 2

yyf(x%, y%)| ≠ 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (Ρ)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáûõ x èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x%, ïðè÷åì ôóíêöèÿ r(x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó y% ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ðåøåíèåì çàäà÷è (Ρ) ïðè

x = x%. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà (x%, y%) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà:

∇ yf(x%, y%) = 0.

Óñëîâèÿ òåîðåìû ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå âñåõ ïðåäïîëîæå-
íèé òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ

∇ yf(x, y) = 0
è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó ñîîòíîøåíèþ
ôóíêöèÿ y = r%(x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x% è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè. Èç íå-
ïðåðûâíîñòè r%(x) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x%, â
êîòîðîé r%(x) ∈  β.

Ïîñêîëüêó r%(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà è
ôóíêöèÿ f(x, y) ñòðîãî âîãíóòà ïî y, òî r%(x) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (Ρ) ïðè äàííîì x.  &
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ÇÀÄÀ×È

1. Äâå ôèðìû, êîíêóðèðóÿ íà ðûíêå, âûáèðàþò îáúåìû ïðî-
èçâîäñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýòèõ ôèðì ðàâíîâåñíûé îáúåì ïðî-
èçâîäñòâà â ìîäåëè Êóðíî ñîâïàäàåò ñ ðàâíîâåñíûì îáúåìîì
ïðîèçâîäñòâà â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà. Êàêîâ íàêëîí êðèâûõ îò-
êëèêà â ýòîé îáùåé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ? Ïîÿñíèòü ãðàôè÷åñêè ñ
èñïîëüçîâàíèåì êðèâûõ îòêëèêà è êðèâûõ ðàâíîé ïðèáûëè.

2. Ðàññìîòðèì îòðàñëü ñ äâóìÿ ôèðìàìè. Ïóñòü îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ ñïðîñà èìååò âèä

 p(Y) = 
1
Y ,

è îáå ôèðìû èìåþò ïîñòîÿííûå ïðåäåëüíûå èçäåðæêè cj (0 < cj <
1). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà ñîâ-
ïàäàåò ñ ðàâíîâåñèåì â ìîäåëè Êóðíî? Èçîáðàçèòå ýòó ñèòóàöèþ
íà äèàãðàììå (â òîì ÷èñëå ïîâåäåíèå ôóíêöèé îòêëèêà).

3. Äâîå îëèãîïîëèñòîâ èìåþò ïîñòîÿííûå îäèíàêîâûå ïðå-
äåëüíûå èçäåðæêè ðàâíûå 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè êîíêóðè-
ðóþò êàê â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà. Ñïðîñ â îòðàñëè çàäàí îáðàò-
íîé ôóíêöèåé ñïðîñà P(Y) = 16 – 0.5Y. Ñêîëüêî ñóììàðíîé ïðè-
áûëè îíè áû âûèãðàëè, åñëè áû ñóìåëè îáúåäèíèòüñÿ â êàðòåëü?

4. Ðàññìîòðèì äóîïîëèþ, â êîòîðîé ó 1-é ôèðìû ïðåäåëüíûå
èçäåðæêè íóëåâûå, à ôóíêöèÿ èçäåðæåê 2-é ôèðìû ðàâíà

 c2(y) = α y2,
ãäå α > 0 — ïàðàìåòð. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà â îòðàñëè ðàâíà
 P(Y) = 1 – Y.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè α → ∞ ðàâíîâåñèå Êóðíî ñõîäèòñÿ ê ðàâ-
íîâåñèþ Øòàêåëüáåðãà â òîì ñìûñëå, ÷òî

y
S
1 (α)

y
C
1 (α)

  →  1,      
y

S
2 (α)

y
C
2 (α)

  →  1.

5. Äîêàæèòå Òåîðåìó 28 (ñòð. 109), âîñïîëüçîâàâøèñü óêàçà-
íèÿìè, ïðèâåäåííûìè â òåêñòå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèáûëü âåäîìîãî â ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ âûøå, ÷åì â ìîäåëè Êóðíî, â ñëó-

÷àå âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè îòêëèêà è íèæå â ñëó÷àå óáûâàþùåé
ôóíêöèè îòêëèêà.

7. Äâà îëèãîïîëèñòà ïðîäàþò ñâîþ ïðîäóêöèþ íà ðûíêàõ
áëèçêèõ áëàã, âûáèðàÿ îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. Èõ îáðàòíûå
ôóíêöèè ñïðîñà ðàâíû p1 = 2 – y1 + y2 è p2 = 3 – y2 + y1, à ïðåäåëüíûå
èçäåðæêè ðàâíû 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðàâíîâåñèå ïðè îä-
íîâðåìåííîì è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûáîðå îáúåìîâ ïðîèçâîä-
ñòâà.

3. Картель и сговор
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñðàâíèì ðåçóëüòàòû íåêîîïåðàòèâíîãî

ïîâåäåíèÿ ôèðì â îòðàñëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ Êóðíî ñ ðå-
çóëüòàòàìè êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, åñëè êîëè-
÷åñòâî ôèðì â îòðàñëè ìàëî, òî îíè ìîãóò çàêëþ÷èòü ìåæäó ñî-
áîé ñîãëàøåíèå ñ öåëüþ îñëàáëåíèÿ êîíêóðåíöèè è óâåëè÷åíèÿ
ïðèáûëè. Ìû íà÷íåì ñ àíàëèçà, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ó
ôèðì, êîíêóðèðóþùèõ ïî Êóðíî, åñòü ïîòåíöèàë äëÿ âçàèìîâû-
ãîäíîãî ñîãëàøåíèÿ, à çàòåì ïåðåéäåì ðàññìîòðåíèþ äâóõ âàðè-
àíòîâ òàêèõ ñîãëàøåíèé.

Íåîïòèìàëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ Êóðíî ñ òî÷êè
çðåíèÿ îëèãîïîëèñòîâ

Â ðàâíîâåñèè Êóðíî îáúåì ïðîèçâîäñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ îëè-
ãîïîëèñòîâ íåîïòèìàëåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ëþáàÿ èç ôèðì
(íåìíîãî) ñíèçèò ñâîé âûïóñê, òî îáùàÿ ïðèáûëü âûðàñòåò. Ýòîãî
óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîêàçàòü íåîïòèìàëüíîñòü, âåäü ïðèðîñò
ïðèáûëè ìîæíî ïåðåðàñïðåäåëèòü ìåæäó îëèãîïîëèñòàìè òàê,
÷òîáû â êîíå÷íîì ñ÷åòå íè ó êîãî èç íèõ ïðèáûëü áû íå óìåíü-
øèëàñü. Ìîæíî, îäíàêî, äîêàçàòü áîëåå ñèëüíûé ôàêò: åñëè ïî
êðàéíåé ìåðå äâà îëèãîïîëèñòà óìåíüøàò ñâîé îáúåì ïðîèçâîä-
ñòâà (íà äîñòàòî÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó), òî ïðèáûëü ó âñåõ îëèãî-
ïîëèñòîâ âûðàñòåò. Ò.å. â äàííîì ñëó÷àå íå íóæíî íèêàêîãî ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè, ÷òîáû óëó÷øèòü ïîëîæåíèå âñåõ ïðî-
èçâîäèòåëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåìû ïðîèçâîäñòâà èçìåíèëèñü íà dyj )
0, ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ äâóõ ó÷àñòíèêîâ íåðàâåíñòâî çäåñü ñòðî-
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ãîå. Êàê ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ïðèáûëü j-ãî ó÷àñòíèêà? Íàïîì-
íèì, ÷òî ïðèáûëü j-ãî ó÷àñòíèêà ðàâíà

 Πj(yj) = p(
n 

$
i=1

yi)
 ⋅ yj – cj(yj).

Áåðÿ ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ Êóðíî, ïî-
ëó÷èì

dΠj = p′(
n 

$
i=1

y
*
i ) ⋅ y

*
j

 ⋅ (
n 

$
i=1

dyi) + p(
n 

$
i=1

yi)
 ⋅ dyj – cj′(y

*
j)⋅ dyj =

= p′(
n 

$
i=1

y
*
i ) ⋅ y

*
j

 ⋅ (
 

$
i≠j

dyi) + (p′(
n 

$
i=1

y
*
i ) ⋅ y

*
j + p(

n 

$
i=1

y
*
i ) – cj′(y

*
j)) ⋅ dyj.

Èç óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå
ðàâíî íóëþ. Ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé ìåðå äâà îëèãîïîëèñòà

óìåíüøèëè ñâîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà, òî 
 

$
i≠j

dyi < 0. Ïðè åñòåñòâåí-

íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà ñòðîãî óáûâàåò è ó
âñåõ ìîíîïîëèñòîâ îáúåìû ïðîèçâîäñòâà â ðàâíîâåñèè Êóðíî ïî-
ëîæèòåëüíû, ïîëó÷èì, ÷òî dΠj > 0.93

Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñè-
òóàöèþ è ïîêàçàòü, ÷òî îëè-
ãîïîëèÿ Êóðíî âûïóñêàåò
áîëüøå îïòèìàëüíîãî êîëè÷å-
ñòâà ïðîäóêöèè (ñ òî÷êè çðå-
íèÿ åå ó÷àñòíèêîâ) äëÿ ñëó÷àÿ
äóîïîëèè ìîæíî ãðàôè÷åñêè
(Ðèñ. 64). Ïîñêîëüêó, êàê è â
ëþáîé òî÷êå ëþáîé êðèâîé
îòêëèêà, â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ
Êóðíî êàñàòåëüíûå ê êðèâûì
ðàâíîé ïðèáûëè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû äðóã äðóãó, òî âîçìî-
æåí ñäâèã, êîòîðûé óâåëè÷è-
âàåò ïðèáûëü îáîèõ îëèãîïî-
ëèñòîâ (íà ðèñóíêå ïîêàçàí
ñòðåëêîé).

                                          
93 Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàëû ïðèáûëè âñåõ ó÷àñòíèêîâ

îòðèöàòåëüíû, òî ïðèáûëü âîçðàñòàåò ïðè äîñòàòî÷íî íåáîëüøîì (êî-
íå÷íîì) ñîêðàùåíèè âûïóñêîâ. Ïîýòîìó ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî
óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ ñîêðàùåíèé
âûïóñêîâ.

Ñãîâîð
Ðàññìàòðèâàÿ âîçìîæíîñòè ñîãëàøåíèé ìåæäó îëèãîïîëè-

ñòàìè îòíîñèòåëüíî îáúåìîâ âûïóñêà (êâîò íà ïðîèçâîäñòâî ïðî-
äóêöèè) áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ — êàðòåëü è ñãîâîð.

Åñëè äîïóñòèìî ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïðèáûëè ìåæäó îëèãîïî-
ëèñòàìè, òî èì âûãîäíî âûáèðàòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, ìàêñè-
ìèçèðóþùèå ñóììàðíóþ ïðèáûëü. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå
îáúåäèíåíèå картелем. 94

Íàïðîòèâ, åñëè òàêîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî êàêèì-òî ïðè÷è-
íàì íåîñóùåñòâèìî, òî áóäåì íàçûâàòü òàêîé òèï ñîãëàøåíèé
сговором î êâîòàõ âûïóñêà.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ñãîâîðà. Îïðåäåëèì âîçìîæ-
íóþ òî÷êó ñãîâîðà êàê òî÷êó y01, ..., y0n # 0, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
äâóì óñëîâèÿì:

1) Êàæäûé ó÷àñòíèê â òî÷êå ñãîâîðà ïîëó÷àåò ïðèáûëü íå
ìåíüøóþ, ÷åì åãî ïðèáûëü â ðàâíîâåñèè Êóðíî:

 Πj(y01, ..., y0n) # Πj(y
*
1, ..., y

*
n), ∀ j.

                                          
94 Â òåðìèíàõ êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð êàðòåëü ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ÿä-

ðà â èãðå ñ òðàíñôåðàáåëüíîñòüþ âûèãðûøåé. Èìååòñÿ â âèäó ÿäðî
òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé îëèãîïîëèñòîâ.

y1

y2

переговорное
множество

A

B

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 63636363

y1 = R1(y2)

y2 = R2(y1)

y1

y2

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 64646464
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2) òî÷êà ñãîâîðà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé (ëåæèò íà ãðàíèöå

Ïàðåòî95 èãðû áåç ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè), òî åñòü íå ñóùå-
ñòâóåò äðóãîé òî÷êè y1, ..., yn # 0, äàþùåé âñåì íå ìåíüøóþ ïðè-
áûëü, à ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç ôèðì — áîëüøóþ.

Êàê ïðàâèëî, òàêèõ òî÷åê ìîæåò áûòü ìíîãî (ñì. îòðåçîê AB
íà Ðèñ. 63). Íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî переговорным
множеством. Êàêàÿ èìåííî òî÷êà áóäåò âûáðàíà, çàâèñèò îò ïðî-
öåäóðû ïåðåãîâîðîâ è ïåðåãîâîðíîé ñèëû ó÷àñòíèêîâ. Ïðîöåäóðó
ïåðåãîâîðîâ (òîðã) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê íåêîòîðóþ íåêîîïå-
ðàòèâíóþ èãðó, íî ýòà èãðà îñòàåòñÿ çà ðàìêàìè ìîäåëè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâíîâåñèé
Êóðíî ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, òî ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî çàâè-
ñèò îò òîãî, êàêîå èç ðàâíîâåñèé Êóðíî ó÷àñòíèêè ñ÷èòàþò çà
èñõîäíóþ òî÷êó (òî÷êó óãðîçû).

Êàê ïðàâèëî, ñãîâîð ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó÷àñòíèêè äîãîâàðè-
âàþòñÿ î êâîòàõ âûïóñêà äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ñóììàðíûé
âûïóñê è ïîäíÿòü ðûíî÷íóþ öåíó. Íà Ðèñ. 63 âèäíî, ÷òî ñóì-
ìàðíûé âûïóñê âî âñåõ òî÷êàõ ïåðåãîâîðíîãî ìíîæåñòâà íèæå,
÷åì â ðàâíîâåñèè Êóðíî: åñëè ÷åðåç òî÷êó ðàâíîâåñèÿ Êóðíî
ïðîâåñòè ïðÿìóþ y1 + y2 = y

*
1 + y

*
2, òî ïåðåãîâîðíîå ìíîæåñòâî áóäåò

ëåæàòü íèæå ýòîé ïðÿìîé. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôîðìàëèçóåò
ýòó èäåþ.

Теорема 32.
Ïóñòü ïðè ñãîâîðå âñå ôèðìû ïðîèçâîäÿò ïðîäóêöèþ â
ïîëîæèòåëüíûõ êîëè÷åñòâàõ: y0j > 0 ∀ j, è îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò. Òîãäà ñóììàðíûé âûïóñê ïðè
ñãîâîðå íå ïðåâûøàåò ñóììàðíûé âûïóñê â ñîîòâåòñò-
âóþùåì ðàâíîâåñèè Êóðíî:

Y0  ) Y
*
,

à ðàâíîâåñíàÿ öåíà ïðè ñãîâîðå íå ìåíüøå öåíû â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ðàâíîâåñèè Êóðíî:

p(Y0 ) # p(Y
*
).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ ñãîâîðà, ïðèáûëü êàæäîãî ó÷àñòíèêà íå

íèæå, ÷åì â ðàâíîâåñèè Êóðíî:
 p(Y0 ) y0j – cj(y0j) # p(Y

*
) y

*
j – cj(y

*
j)

                                          
95 Èìååòñÿ â âèäó Ïàðåòî-ãðàíèöà îëèãîïîëèè, íî íå ýêîíîìèêè â öå-

ëîì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âûáîðå yj = y
*
j ó÷àñòíèê j äîëæåí ïî-

ëó÷èòü íå ìåíüøóþ ïðèáûëü, ÷åì ïðè âûáîðå yj = y0j, åñëè ñóì-
ìàðíûé âûïóñê îñòàëüíûõ òàêîé æå, êàê â ðàâíîâåñèè Êóðíî
(Y *

–j):
 p(Y

*
) y

*
j – cj(y

*
j) # p(Y

 *
–j + y0) y0j – cj(y0j).

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
 p(Y0 ) y0j # p(Y

 *
–j + y0) y0j.

Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî y0j > 0, ïîýòîìó

 p(Y0 ) # p(Y
 *
–j + y0).

Èç óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà Y0  
–j

 ) Y
 *
–j. Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî

äëÿ âñåõ j. Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà è äåëÿ íà n – 1, ïîëó÷àåì

Y0  ) Y
*
.

&

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òî÷êè ñãîâîðà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç çàäà÷è ïîèñêà Ïàðåòî-îïòèìóìà áåç ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè.96 Òî÷êà y01, ..., y0n # 0 Ïàðåòî-îïòèìàëüíà, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî j îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

 Πj(y1, ..., yn) → max
 Π i(y1, ..., yn) # Π i(y01, ..., y0n), i ≠ j.

y1, ..., yn # 0.
Ïî òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà97 äëÿ âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ y01, ...,

y0n > 0 ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1, ..., λn # 0, ïðè÷åì λj = 1,
òàêèå ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

 
n 

$
i=1

λi
 ∂Π i

∂yk

(y01, ..., y0n) = 0 ∀ k.

Â ñëó÷àå äâóõ ôèðì ýòà äèôôåðåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
îçíà÷àåò, ÷òî êðèâûå ðàâíîé ïðèáûëè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà (ñì.
Ðèñ. 63). Äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå:

 p′(Y0 )⋅
n 

$
i=1

λi
 y0i + λk

 [p(Y0 ) –  ck′(y0k)] = 0  ∀ k.

                                          
96 Óñëîâèå, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò ïðèáûëü íå ìåíüøóþ, ÷åì

â ðàâíîâåñèè Êóðíî çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ.
97 Åñëè ôóíêöèè ïðèáûëè âîãíóòû, è âûïóñê y0j > 0 òî âîçìîæíî

óìåíüøèòü åãî, óâåëè÷èâ òåì ñàìûì ïðèáûëü ïðî÷èõ ó÷àñòíèêîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà è òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà
ïðèìåíèìà.
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Ïîñêîëüêó λj = 1, òî èç óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà ñëåäóåò,

÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ðàâíî íóëþ, è ÷òî âñå ìíîæèòåëè Ëà-
ãðàíæà ïîëîæèòåëüíû.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, äîêàæåì, ÷òî ñãîâîð íåóñ-
òîé÷èâ, åñëè íåò êàêèõ-òî ìåõàíèçìîâ, ïðèíóæäàþùèõ ê âû-
ïîëíåíèþ ñîãëàøåíèé. Êîíêðåòíåå, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî åñëè â
òî÷êå ñãîâîðà ëþáàÿ ôèðìà íåìíîãî óâåëè÷èò ñâîé âûïóñê, òî åå
ïðèáûëü âîçðàñòåò.

Теорема 33.
Ïóñòü
1) ïðè ñãîâîðå âñå ôèðìû ïðîèçâîäÿò ïðîäóêöèþ â ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîëè÷åñòâàõ: y0j > 0 ∀ j,
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò è äèôôåðåíöèðóå-
ìà, ïðè÷åì p′(Y0 ) < 0;
3) ôóíêöèè èçäåðæåê äèôôåðåíöèðóåìû,
4) ôóíêöèè ïðèáûëè âîãíóòû.
Òîãäà â òî÷êå ñãîâîðà

 
∂Πk

∂yk

(y01, ..., y0n) > 0 ∀ k.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîëüçóÿñü äèôôåðåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé âíóòðåííåé

òî÷êè ñãîâîðà è ïîëîæèòåëüíîñòüþ âñåõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà,
ïîëó÷èì

 λk
 ∂Πk

∂yk

(y01, ..., y0n) = – 
 

$
i≠k

λi
 ∂Π i

∂yk

(y01, ..., y0n) =  – p′(Y0 )⋅
 

$
i≠k

λi
 y0i > 0 ∀ k.

&

Êàðòåëü
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü êàðòåëÿ. Ïîñêîëüêó ôèðìû ìîãóò

ïåðåðàñïðåäåëÿòü ïðèáûëü è öåëåâûå ôóíêöèè îëèãîïîëèñòîâ
êâàçèëèíåéíû ïî äåíüãàì, òî ìàêñèìóì ñóììàðíîé ïðèáûëè åñòü
Ïàðåòî-îïòèìóì îëèãîïîëèè. Ôàêòè÷åñêè, êàðòåëü äåéñòâóåò êàê
ìîíîïîëèÿ, îäíàêî, ñëåäóåò íåñêîëüêî èçìåíèòü ìîäåëü, ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îáû÷íîé ìîíîïîëèè, ïîñêîëüêó ó êàæäîé
èç âõîäÿùèõ â êàðòåëü ôèðì ñâîÿ ôóíêöèÿ èçäåðæåê. Ñóììàð-
íàÿ ïðèáûëü ðàâíà

 
n 

$
j=1

Πj = p(Y) Y– 
n 

$
j=1

cj(yj),

ãäå Y= y1 + ... + yn — ñóììàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà.  Ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ ïî âûïóñêàì âñåõ ôèðì, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíóþ
õàðàêòåðèñòèêó  ðàâíîâåñèÿ êàðòåëÿ:

 p(Y
K

 ) + p′(Y
K

 )Y
K

  ) cj′(y
K

 j),
 p(Y

K

 ) + p′(Y
K

 )Y
K

  = cj′(y
K

 j),  åñëè y
K

 j  > 0.
Êàê âèäèì, êàðòåëü òàê ðàñïðåäåëèò îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ìåæäó
ïðåäïðèÿòèÿìè ïðè ïîëîæèòåëüíûõ îáúåìàõ âûïóñêà, ÷òîáû
ïðåäåëüíûå èçäåðæêè áûëè ðàâíûìè.98 Òàê, åñëè  cj′(y j) = c j, òî
ñîâîêóïíûé âûïóñê îòðàñëè ñîâïàäàåò ñ ðàâíîâåñèåì ïðè ìîíî-
ïîëèè, êîãäà ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ìîíîïîëèñòà ðàâíû
 c = minj cj.

Ïðèìåð 17.
Ïóñòü êàê è â Ïðèìåðå 14 îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà ëèíåé-

íà: p(y) = a – by, à ôóíêöèè èçäåðæåê èìåþò âèä cj(yj) = cyj. Îáúåì
ïðîèçâîäñòâà êàðòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

 p(Y
K

 ) + p′(Y
K

 )Y
K

  = a – bY
K

  – bY
K

  = c = cj′(y
K

 j).
Òàêèì îáðàçîì, îí ðàâåí

 Y
K

 
 = 

a – c
2b ,

à ïðèáûëü êàðòåëÿ ðàâíà

 (a – bY
K

 )Y
K

  –  c Y
K

  = 
(a – c)2

4b .

Â ðàâíîâåñèè Êóðíî, êàê ìû ïîêàçàëè â Ïðèìåðå 14, ñóììàðíûé
îáúåì ïðîèçâîäñòâà ðàâåí

 Y* = 
n (a – c)
(n + 1) b

à ñóììàðíàÿ ïðèáûëü, êàê íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü, ðàâíà
n (a – c)2

(n + 1)2 b
 ,

îòêóäà ÿñíà íåîïòèìàëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ Êóðíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðîèçâîäèòåëåé. Îíè ìîãëè áû ïîëó÷àòü áîëüøå ïðèáûëè, åñëè
áû ïðîèçâîäèëè ìåíüøå.   !!!!

Èñïîëüçóÿ òó æå ëîãèêó äîêàçàòåëüñòâà, êàê â Òåîðåìàõ 26 è
27, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îëèãîïîëèñòû áóäóò ïðîèçâîäèòü ìåíü-
øå, åñëè îáúåäèíÿòñÿ â êàðòåëü, ÷åì åñëè îíè áóäóò êîíêóðèðî-
âàòü ïî Êóðíî (çäåñü, êàê è ðàíåå, ìû ïðåäïîëàãàåì ðàâåíñòâî
ôóíêöèé èçäåðæåê ó âñåõ îëèãîïîëèñòîâ). Äîêàçàòåëüñòâî ñîîò-

                                          
98 Îòìåòèì, ÷òî ýòî òàêæå îçíà÷àåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âûïóñêà ñðå-

äè ó÷àñòíèêîâ êàðòåëÿ, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ñóììàðíûå èçäåðæêè.
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âåòñòâóþùåé òåîðåìû îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è áåç òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà
ôóíêöèé èçäåðæåê, íî ñ ñèëüíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ôóíêöèè
âûðó÷êè.99

Теорема 34.
Ïóñòü
1) ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Êóðíî è ìîäåëè êàðòåëÿ ñóùå-
ñòâóþò è âñå ôèðìû ïðîèçâîäÿò ïðîäóêöèþ â ïîëîæè-
òåëüíûõ êîëè÷åñòâàõ: y

K

 j > 0 ∀ j,
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò è äèôôåðåíöèðóå-
ìà,
 ôóíêöèÿ âûðó÷êè p(y)y âîãíóòà,
3) ôóíêöèè èçäåðæåê cj(⋅) äèôôåðåíöèðóåìû è âûïóê-
ëû,
Òîãäà â òî÷êå êàðòåëÿ ñóììàðíûé âûïóñê ìåíüøå, ÷åì
â ðàâíîâåñèè Êóðíî:
 Y* > Y

K

 .

Â îáùåì ñëó÷àå íè÷åãî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó îáúåìîì âûïóñêà êàðòåëÿ è âûïóñêîì â ðàâíîâå-
ñèè Êóðíî ñêàçàòü  íåëüçÿ.  Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, êîãäà
êàðòåëü âûïóñêàåò áîëüøèé îáúåì ïðîäóêöèè, ÷åì â îäíîì èç
(òðåõ) ðàâíîâåñèé Êóðíî.

Ïðèìåð 18.
Ïóñòü â îòðàñëè ôóíêöèÿ îáðàòíîãî ñïðîñà ðàâíà
 p(y) = 9 – y

è åñòü äâà ïðîèçâîäèòåëÿ ñ îäèíàêîâûìè ôóíêöèÿìè èçäåðæåê

 c(y) = 


   6 y – 

3
4

 y2 , y ) 4, 

 12,  y # 4.

Â ýòîé îòðàñëè åñòü 3 ðàâíîâåñèÿ Êóðíî: (2, 2), (0, 9/2) è (9/2,
0). Ìàêñèìóì ïðèáûëè êàðòåëÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ (0, 9/2) è
(9/2, 0). Âèäíî, ÷òî â ñèììåòðè÷íîì ðàâíîâåñèè (2, 2) âûïóñê
ìåíüøå, ÷åì ó êàðòåëÿ.  !!!!

                                          
99 Ñì. Elmar Wolfstetter, "Oligopoly and industrial organization,"

Humboldt-Discussion Paper, August 1995.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â äàííîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ èçäåðæåê íå-
äèôôåðåíöèðóåìà, åå ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü, ñãëàäèâ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè y = 4. Ïî-âèäèìîìó, îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå èìååò ìåñòî âîçðàñ-
òàþùàÿ îòäà÷à.

ßñíî, ÷òî òàê æå êàê è ðàññìîòðåííûé ðàíåå ñãîâîð, êàðòåëü
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè íåò ñïîñîáà ãàðàíòèðîâàòü âûïîë-
íåíèå ñîãëàøåíèÿ ìåæäó ôèðìàìè.

Теорема 35.
Ïóñòü
1) â êàðòåëå âñå ôèðìû ïðîèçâîäÿò ïðîäóêöèþ â ïîëî-
æèòåëüíûõ êîëè÷åñòâàõ: y

K

 j > 0 ∀ j,
2) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà óáûâàåò è äèôôåðåíöèðóå-
ìà,
3) ôóíêöèè èçäåðæåê äèôôåðåíöèðóåìû.
Òîãäà â òî÷êå êàðòåëÿ

 
∂Πj

∂yj

(y
K

1 , ..., y
K

n) > 0 ∀ j,

ò.å. êàæäàÿ ôèðìà ìîæåò ïîâûñèòü ñâîþ ïðèáûëü, óâå-
ëè÷èâ ñâîé âûïóñê.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïðèáûëè j-ãî ó÷àñòíèêà ïî ñâîåìó

âûïóñêó ðàâíà

 
∂Πj

∂yj

 = p(Y) + p'(Y) yj – c'j(yj).

Ó÷èòûâàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó òî÷êè (y
K

1 , ..., y
K

n),
 p(Y

K

 ) + p'(Y
K

 )Y
K

  = cj′(y
K

 j),
èìååì

 
∂Πj

∂yj

(y
K

1 , ..., y
K

n) = – p'(Y
K

 )(Y
K

  – y
K

 j) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äîñòèãíóòî ñîãëàøåíèå î êâîòàõ âûïóñ-
êà (yj = y

K

 j), ìàêñèìèçèðóþùèõ ñóììàðíóþ ïðèáûëü, òî êàæäîé
ôèðìå âûãîäíî (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî) ïðîèçâîäèòü áîëüøå
ñâîåé êâîòû.   &
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ÇÀÄÀ×È

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âî âíóòðåííåì ðàâíîâåñèè Êóðíî îäèí
èç îëèãîïîëèñòîâ íåìíîãî óìåíüøèò îáúåì ïðîèçâîäñòâà, òî
ñóììàðíàÿ ïðèáûëü âîçðàñòåò.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ðàâ-
íîâåñèÿ â ñëó÷àå êàðòåëÿ. (Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü àíàëîãè÷-
íîé òåîðåìîé â ãëàâå î ìîíîïîëèè. Ïóñòü ñóùåñòâóþò y(j > 0  j  = 1,

..., n òàêèå, ÷òî p(yj) < cj′(yj) ïðè yj # y(j. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ
âûáðàííûõ âûïóñêàõ âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé, êðîìå j-ãî, êàðòåëþ
íå âûãîäíî j-ìó ïðîèçâîäèòåëþ íàçíà÷àòü âûïóñê áîëüøå y(j, ïî-
ñêîëüêó ñóììàðíàÿ ïðèáûëü òîãäà áóäåò ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ïðè
âûïóñêå yj = y(j. Ïðè ýòîì óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âûáîð ñóììàðíîãî
îáúåìà ïðîèçâîäñòâà, Y, ïðè ôèêñèðîâàííîì Y–j, ïðè îãðàíè÷å-
íèè Y# Y–j.)

3. Äîêàæèòå àíàëîã Òåîðåìû 27 äëÿ ìîäåëè êàðòåëÿ ñ îäè-
íàêîâûìè ôóíêöèÿìè èçäåðæåê.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â äóîïîëèè ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
ïðîèçâîäèòåëåé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

 c1′(y) > c2′(y),
òî ïðè îáúåäèíåíèè â êàðòåëü ïåðâûé ïðîèçâîäèò ìåíüøå,

÷åì âòîðîé.

5. Ðàññìîòðèòå äóîïîëüíóþ îòðàñëü. Ïóñòü îáðàòíàÿ ôóíê-
öèÿ ñïðîñà èìååò âèä

 p(Y) = 
4

1 + Y ,

à ôóíêöèè èçäåðæåê ó îáîèõ ïðîèçâîäèòåëåé ëèíåéíû:
 cj(yj) = yj.
Ïîêàçàòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè Êóðíî ó÷àñòíèêè áóäóò âûïóñêàòü â
ñóììå áîëüøå, ÷åì ïðè îáúåäèíåíèè â êàðòåëü, è ïîëó÷àòü
ìåíüøóþ îáùóþ ïðèáûëü.

6. Äâîå îëèãîïîëèñòîâ èìåþò ïîñòîÿííûå îäèíàêîâûå ïðå-
äåëüíûå èçäåðæêè, ðàâíûå 1, è êîíêóðèðóþò êàê â ìîäåëè Êóð-
íî. Ñïðîñ â îòðàñëè çàäàåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé ñïðîñà p(Y) = 5 –

2Y. Ñêîëüêî ñóììàðíîé ïðèáûëè îíè áû âûèãðàëè, åñëè áû ñó-
ìåëè îáúåäèíèòüñÿ â êàðòåëü?

7. Ïóñòü íà îëèãîïîëèñòè÷åñêîì ðûíêå ôóíêöèîíèðóþò òðè

îëèãîïîëèñòà ñ ôóíêöèÿìè èçäåðæåê c1(y1) = 
y1

2

2 , c2(y2) = 
y2

2

4  è c3(y3) =

y3
2

6 . Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ îëèãîïîëèñòîâ èìååò

âèä p(Y) = 1 – Y. Íàéäèòå ðàâíîâåñèå Êóðíî è ïîêàæèòå, ÷òî ýòî
ðàâíîâåñèå íå îïòèìàëüíî, ïîäîáðàâ òàêèå èçìåíåíèÿ âûïóñêîâ
îëèãîïîëèñòîâ, ÷òîáû ïðèáûëü êàæäîãî âûðîñëà. Ïîêàæèòå, ÷òî
êàðòåëüíîå ñîãëàøåíèå ìåæäó ýòèìè ó÷àñòíèêàìè íåóñòîé÷èâî,
òî åñòü êàæäûé ó÷àñòíèê íàðóøèâ åãî ïîëó÷èò áîëüøóþ ïðè-
áûëü.

8. Äîêàæèòå Òåîðåìó 34.

4. Модель Бертрана
Ìîäåëü Êóðíî ÷àñòî êðèòèêîâàëè çà òî, ÷òî åå ïîñûëêè

(ðåøåíèå îá îáúåìàõ ïðîèçâîäñòâà, à íå î öåíàõ) ïëîõî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ êàæäîäíåâíûìè íàáëþäåíèÿìè.

Íåêîòîðûå ðàííèå êðèòèêè ýòîé ìîäåëè ãîâîðèëè, ÷òî ýòó
ðåàëèñòè÷íóþ êàðòèíó óáûâàíèÿ îëèãîïîëèñòè÷åñêîé âëàñòè
(èëè ðûíî÷íîé âëàñòè) îëèãîïîëèñòîâ ìîäåëü Êóðíî äàåò ïî
ëîæíûì ïðè÷èíàì, ò.ê. åñòåñòâåííûì ñîñòîÿíèåì îëèãîïîëèñòè-
÷åñêîé îòðàñëè ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ценовой конкуренции. Íà ðå-
àëüíûõ îëèãîïîëèñòè÷åñêèõ ðûíêàõ ïðîèçâîäèòåëè â îñíîâíîì
êîíêóðèðóþò, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ öåíû, ïî êîòî-
ðûì îíè ïðîäàþò ñâîþ ïðîäóêöèþ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, åñòåñòâåí-
íîé àëüòåðíàòèâîé ìîäåëè Êóðíî äëÿ îïèñàíèÿ êîíêóðåíöèè íà
îëèãîïîëèñòè÷åñêîì ðûíêå äîëæíà áûòü ìîäåëü îïèñûâàþùàÿ
ñîñòîÿíèå è äèíàìèêó ðûíêà â òåðìèíàõ öåíîâîé êîíêóðåíöèè.
Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà Æîçå′ôîì Áåðòðàíîì, â íåé ïðî-
èçâîäèòåëè ïðèíèìàþò (îäíîâðåìåííî) ðåøåíèÿ î öåíàõ ïðî-
äàæ.100

Â модели Бертрана ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îëèãîïîëèñòû ïðîèç-
âîäÿò îäíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ c ïîñòîÿííûìè ïðåäåëüíûìè èç-
äåðæêàìè, îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé. Ñòðàòåãèÿìè

                                          
100 Bertrand, J. (1883). “Theorie mathematique de la richesse sociale”.

Journal de Savants, 67, 499-508.
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ó÷àñòíèêîâ ÿâëÿþòñÿ íàçíà÷àåìûå öåíû pj. Ïîñêîëüêó ïðè öåíàõ
íèæå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ëþáîé ïðîèçâîäèòåëü íåñåò óáûòêè
ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì îáúåìå ïðîäàæ, åñòåñòâåííî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî âûáèðàåìûå èì öåíû pj óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ
pj # c.

Êîãäà ðå÷ü èäåò î öåíîâîé êîíêóðåíöèè, òî óäîáíî áûâàåò
ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ îòäåëüíîé ôèðìû,
êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò êàê îò ñîáñòâåííîé öåíû, pj,
òàê è  îò öåí, íàçíà÷åííûõ äðóãèìè, p–j:

 yj = Dj(pj
 , p–j), pj # c.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ (÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðè àíàëèçå ðûíêîâ îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè), ÷òî:

1) Åñëè öåíà, íàçíà÷åííàÿ ôèðìîé, âûøå öåíû ëþáîãî äðó-
ãîãî ó÷àñòíèêà, òî ôèðìà ñòîëêíåòñÿ ñ íóëåâûì ñïðîñîì è íå
ñìîæåò ïðîäàòü ñâîþ ïðîäóêöèþ:  yj = 0 (ïðîèñõîäèò ïîëíîå ïåðå-
êëþ÷åíèå ñïðîñà).

2) Ãðóïïà èç k ôèðì, íàçíà÷èâøàÿ ìèíèìàëüíóþ öåíó (pmin),
îáñëóæèò âåñü ñïðîñ è ðàçäåëèò ðûíîê ïîðîâíó101

 yj = 
D(pmin)

k ,

ãäå D(⋅) — ôóíêöèÿ ñïðîñà. Â òîì ÷èñëå, åñëè òàêàÿ ôèðìà îäíà,
òî yj = D(pmin).

3) Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè âñåõ îëèãîïîëèñòîâ îäèíàêîâû è íå
çàâèñÿò îò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà:

cj′(y) = c, ∀ j, ∀ y # 0.
Êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûå èçäåðæêè óæå ñäåëàí-

íûìè è íåâîçâðàòèìûìè (ýòî îòðàæåíî äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ c â
íóëå).

 Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷èì õà-
ðàêòåðèñòèêè ðàâíîâåñèÿ äëÿ îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðûíêà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìîäåëè (ãèïîòåçàì) Áåðòðàíà.

                                          
101 Íèæåïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâ ïðè ëþáîé ñõå-

ìå ðàçäåëåíèÿ ðûíêà ñ îäíèì ëèøü îãðàíè÷åíèåì: ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ
êàæäîé èç ýòèõ ôèðì íå  ðàâåí íóëþ.

Теорема 36.
Ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì õîòÿ áû äâà îëèãîïîëèñòà óñòàíî-
âÿò öåíû íà óðîâíå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê (pj = c),102 ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà â ìîäåëè Áåðòðàíà.
Åñëè ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) íå âîçðàñòàåò, íåïðåðûâíà â
îêðåñòíîñòè c, è D(c) > 0, òîãäà äðóãèõ ðàâíîâåñèé íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåðèì, ÷òî îïèñàííîå âûøå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâå-

ñèåì. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå êàêîãî-ëèáî îëèãîïîëèñòà.
Äîêàæåì, ÷òî ðàâíîâåñèå íå ìîæåò óñòàíîâèòüñÿ íè â êàêîé

äðóãîé òî÷êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàâíîâåñèè ó âñåõ ïðîèçâîäè-
òåëåé pj > c. Ðàññìîòðèì, õîòÿ áû îäíîãî èç òåõ îëèãîïîëèñòîâ,
êòî îáñëóæèâàë íå âåñü ðûíîê (à òàêèå íàéäóòñÿ). Íàéäåòñÿ  p- ∈
[c, pmin], òàêîå, ÷òî åñëè îí ïîíèçèò öåíó äî ýòîé âåëè÷èíû, òî
åñòü îñòàâëÿÿ öåíó âûøå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê c, íî íèæå pmin,
òî îí ñðàçó æå ïîëó÷èò âåñü îáúåì ñïðîñà, ñêà÷êîîáðàçíî óâåëè-
÷èâ îáúåì. Ó íåãî ïðèáûëü â ðåçóëüòàòå âûðàñòåò (îáúåì îêàæåò-
ñÿ ïîëîæèòåëåí ïðè íåêîòîðîé öåíå p- # c, ïðè íàøèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ). Òàêèì îáðàçîì ýòî íå ðàâíîâåñèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ðàâíîâåñèè õîòÿ áû îäèí èç îëèãîïîëèñòîâ óñòàíîâèò öåíó, ðàâ-
íóþ ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ðàâíîâåñèè ïî êðàéíåé ìåðå äâà îëè-
ãîïîëèñòà óñòàíîâÿò öåíó íà óðîâíå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Ïóñòü
ýòî íå òàê. Òîãäà òîò, êòî óñòàíîâèë pj = c, ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ
ïðèáûëü, íåìíîãî ïîâûñèâ öåíó, òàê, ÷òîáû åìó âñå åùå äîñòà-
âàëñÿ âåñü ñïðîñ. Èòàê, èíûõ ðàâíîâåñèé, êðîìå íàçâàííûõ â
íà÷àëå ïàðàãðàôà, áûòü íå ìîæåò.  &

Ìû âèäèì, ÷òî â ðàâíîâåñèè Áåðòðàíà öåíà, ïî êîòîðîé ïðî-
äàåòñÿ ïðîäóêöèÿ, ðàâíà ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì, ÷òî ñîîòâåòñò-
âóåò ñèòóàöèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî,
ïðèñóòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ïðîèçâîäèòåëåé äîñòàòî÷íî
äëÿ òîãî, ÷òîáû îòðàñëü ôóíêöèîíèðîâàëà â ðåæèìå ñîâåðøåí-
íîé êîíêóðåíöèè è ðàâíîâåñèå áûëî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè âåðèòü ìîäåëè, ìîíîïîëüíàÿ âëàñòü – ðåäêèé
ôåíîìåí è âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ñèòóàöèè, êîãäà åñòü âñåãî îäèí
ïðîèçâîäèòåëü ïðîäóêöèè. Ïî-âèäèìîìó, ýòîò âûâîä íå ñîãëàñó-

                                          
102 Ïî ñóùåñòâó, ýòî êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå. Íàçíà÷èâøèå áîëüøóþ

öåíó âûïóñêàþò íîëü.
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åòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ. Êðîìå òîãî, êðàéíå èíòåíñèâíàÿ öåíî-
âàÿ êîíêóðåíöèÿ ïðèâîäÿùàÿ îëèãîïîëèñòè÷åñêèé ðûíîê ê ñè-
òóàöèè ðàâíîâåñèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ðàâíîâåñèþ ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè â öåëîì -- òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì ðåà-
ëèñòè÷íîé.  Ïîýòîìó âûâîäû, ñëåäóþùèå èç àíàëèçà âûøåïðè-
âåäåííîé ìîäåëè, ïîëó÷èëè íàçâàíèå парадокса Бертрана.

Â ñèëó ýòîãî ïàðàäîêñà ïîïûòêó Áåðòðàíà ïåðåîñìûñëèòü
êîíöåïöèþ îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òðóäíî ïðèçíàòü
ïîëíîñòüþ óäàâøåéñÿ. Ïîýòîìó áûëè ïðåäïðèíÿòû ñåðüåçíûå
ïîïûòêè ìîäèôèöèðîâàòü ìîäåëü Áåðòðàíà òàê, ÷òîáû âûâîäû èç
íåå áîëåå ñîîòâåòñòâîâàëè ðåàëüíûìè íàáëþäåíèÿì, ò.å. ñ òåì,
÷òî ìîíîïîëüíàÿ âëàñòü íà ðûíêå íå èñ÷åçàëà áû ïðè íàëè÷èè
âñåãî äâóõ êîíêóðåíòîâ â îòðàñëè.

Çàìåòèì, ÷òî  íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè ìîäå-
ëè Áåðòðàíà ÿâëÿþòñÿ:

0  Â ìîäåëè Áåðòðàíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ è
ïðîäàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ïðîäóêöèÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò æåñòêîñòü
îëèãîïîëèñòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè.

0 Âòîðîå ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî ìîäåëè Áåðòðàíà — ýòî
ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà îáúåìû ïðîèçâîä-
ñòâà, èëè â áîëåå ñëàáîì âèäå: ñïåöèôè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå î
íåçàâèñèìîñòè ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ëþáîãî ïðîèçâîäèòåëÿ îò
îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà. Êàê òîëüêî ìû ââîäèì ïðåäïîëîæåíèå î
çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê îò îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà, òî
ìû íå ïîëó÷àåì èçÿùíûé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî åäèíñòâåííîå ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ — ýòî ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì öåíû ðàâíû
ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì.

0 Ìîäåëü Áåðòðàíà â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, èìååò ñòàòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðèíÿòèå âî âíèìàíèå íåêîòîðûõ ñòðàòåãè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êîíêóðåíöèåé â ðàçëè÷íûå èí-
òåðâàëû âðåìåíè (òî÷íåå ñ íåòðèâèàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè õîäîâ êîíêóðåíòîâ), ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ âûâîäîâ î æåñò-
êîñòè êîíêóðåíöèè â ìîäåëè Áåðòðàíà.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ ðàññìîòðèì íèæå ñëå-
äóþùèå ìîäèôèêàöèè òðàäèöèîííîé ìîäåëè Áåðòðàíà:

1. Ïðîäóêòîâàÿ äèôôåðåíöèàöèÿ (îñëàáëÿþùàÿ öåíîâóþ
êîíêóðåíöèþ).

2. Íåëèíåéíîñòü èçäåðæåê, äåëàþùàÿ äëÿ îëèãîïîëèñòà íå-
âûãîäíûì ïðîèçâîäèòü ïðîäóêöèþ â îáúåìå ñïðîñà, ñ êîòîðûì
îí ñòàëêèâàåòñÿ.

3. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, ïðèíèìàþùèå âî âíèìàíèå ìíîãî-
õîäîâûå ñîîáðàæåíèÿ ïðîèçâîäèòåëåé.

Ïðîäóêòîâàÿ äèôôåðåíöèàöèÿ è öåíîâàÿ
êîíêóðåíöèÿ

Ìû ðàññìîòðåëè ìîäåëè îëèãîïîëèè, â êîòîðûõ ôèðìû ïðî-
èçâîäèëè îäèí è òîò æå òîâàð. Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûé ñëó÷àé, êîãäà ïðîäóêöèÿ ôèðì íå âïîëíå âçàèìîçà-
ìåíÿåìà, ò.å. ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ дифференцированных
благ.103 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäèòåëè äåéñòâóþò íà âçàèìî-
ñâÿçàííûõ ðûíêàõ áëèçêèõ ïðîäóêòîâ, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ õî-
òÿ áû ïî óïàêîâêå è ïîòðåáèòåëü ñïîñîáåí ïîêóïàòü èõ ïî ðàç-
íûì öåíàì pj. Â ýòîé ìîäåëè ñëåäóåò ââåñòè îòäåëüíóþ ôóíêöèþ
ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ êàæäîé ôèðìû yj = Dj(pj, p–j), êîòîðàÿ çàâè-
ñèò îò ñîáñòâåííîé öåíû pj è îò öåí êîíêóðåíòîâ p–j. Åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî ñîáñòâåííîé öåíå îò-
ðèöàòåëüíà (εjj < 0), à ïî öåíàì êîíêóðåíòîâ ïîëîæèòåëüíà (εij =
dDi

dpj
 
pj

yi
 > 0 ïðè i ≠ j, ò.å. áëàãà âçàèìîçàìåíÿåìûå)104. Ïðåäïîëîæèì

ïî-ïðåæíåìó, ÷òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü èìååò ôóíêöèþ èçäåðæåê
âèäà c(y) = c y.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòîé ìîäåëè â
öåëîì ñõîäíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìî-
äåëè Êóðíî è ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü
ýòîò ðåçóëüòàò ñàìîñòîÿòåëüíî â Çàäà÷å 2 (ñòð. 127).

Îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè
Áåðòðàíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñïðîñ ïåðåêëþ÷àåòñÿ ê ïîíè-
æàþùåìó öåíó êîíêóðåíòó íå ñ áåñêîíå÷íîé ýëàñòè÷íîñòüþ. Ïî-
ñêîëüêó ó÷àñòíèêè íå ó÷èòûâàþò, êàê èõ äåéñòâèÿ âëèÿþò íà
äðóãèõ, òî èõ ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ïðîñòîé ìîíîïî-
ëèè, è äèôôåðåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âíóòðåííåãî ðàâíî-
âåñèÿ èìååò òàêîé æå âèä:

Dj(pj, p–j) + 
dDj

dpj
(pj, p–j)

 pj = 
dDj

dpj
(pj, p–j)

 c

èëè

                                          
103 Chemberlin, E.H. (1933) The Theory of Monopolistic Competition.
104  Ýòà æå ìîäåëü ïîäõîäèò è êîãäà ôèðìû ïðîèçâîäÿò íå âçàèìîçà-

ìåíÿåìûå  (ñóáñòèòóòû), à âçàèìîäîïîëíÿþùèå (êîìïëåìåíòû) áëàãà.
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



1 – 

1

|εjj|
 pj = c.

Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî
â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàâíî-
âåñíûå öåíû ïðåâûøàþò ïðåäåëü-
íûå èçäåðæêè, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî, êàê è â îáû÷íîé ìîäåëè Áåð-
òðàíà, ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ìåæäó
ñîáîé è ïîñòîÿííûìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðîñòå
ýëàñòè÷íîñòè èíäèâèäóàëüíîãî
ñïðîñà äîñòàþùåãîñÿ êàæäîé
ôèðìå,  ðàâíîâåñèå â äàííîé ìî-
äåëè ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñèþ
â ìîäåëè Áåðòðàíà, è â ïðåäåëå îíè ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,
ìîäåëü Áåðòðàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðàéíèé ñëó÷àé ðàñ-
ñìîòðåííîé ìîäåëè.

Äóîïîëèþ òàêîãî âèäà ìîæíî èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå, àíà-
ëîãè÷íîé Ðèñ. 57 äëÿ äóîïîëèè Êóðíî. Òîëüêî ïî îñÿì äîëæíû
ñòîÿòü íå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, à öåíû, è êðèâûå ðàâíîé ïðèáû-
ëè áóäóò ðàçâåðíóòû â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ðàâíîâåñèåì
áóäåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ îòêëèêà (ñì. Ðèñ. 65). Âîîáùå,
àíàëîãèÿ ñ ìîäåëüþ Êóðíî î÷åíü áëèçêàÿ, îòëè÷èå â áîëåå ñëîæ-
íîé, ÷åì â ìîäåëè Êóðíî, çàâèñèìîñòè ïðèáûëåé îò äåéñòâèé
êîíêóðåíòîâ.

Åñëè áû êàæäàÿ ôèðìà íåìíîãî ïîâûñèëà ñâîþ öåíó, òî îá-
ùàÿ ïðèáûëü âîçðîñëà áû. Ïîýòîìó ðàâíîâåñèå ïðè ìîíîïîëè-
ñòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè íå îïòèìàëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ îëèãîïî-
ëèñòîâ. Îíè ìîãëè áû îáúåäèíèòüñÿ â êàðòåëü, è òàêîé êàðòåëü
ïî ñóòè ÿâëÿëñÿ áû äèñêðèìèíèðóþùåé ìîíîïîëèåé. Â îòëè÷èå
îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ ïåðåêðåñòíûå ýëàñòè÷íîñòè íå
ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ìàêñèìóì ïðèáûëè äîñòèãàåòñÿ ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé

Dj(p) + 
n

$
i=1

dDi

dpj
(p) (pi – c) = 0.

èëè, â òåðìèíàõ ýëàñòè÷íîñòåé

 pj
 





1 – 

1

|εjj|
 – 

 

$
i≠j

(pi – c) εij

|εjj|
 
Di(p)
Dj(p) = c.

Èç ñðàâíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê î÷åâèäíî
(ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) íåñîâïàäåíèå íåêîîïåðàòèâ-
íîãî ðàâíîâåñèÿ è êàðòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Óñòàíîâèòü, áîëüøå ëè
âñå öåíû êàðòåëÿ òåõ öåí, êîòîðûå óñòàíîâÿòñÿ ïðè íåêîîïåðà-
òèâíîì ïîâåäåíèè — íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à.

 Ïðèìåð 19.
 Â ñèòóàöèè öåíîâîé êîíêóðåíöèè äâóõ ïðîèçâîäèòåëåé (íà-

ïðèìåð, Êîêà-êîëû è Ïåïñè-êîëû) ñïðîñ íà òîâàð ïåðâîãî ðàâåí

 y1(p1, p2) = 
p2

β

p1
α+1
 

 ,

ñïðîñ íà òîâàð âòîðîãî

 y2(p1, p2) = 
p1

β

p2
α+1
 

,

çàòðàòû îáîèõ ëèíåéíû cj(yj) = cyj (α, β, c > 0,  β < α). Ýòè ôóíêöèè
ñïðîñà õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîñòîÿííûìè ýëàñòè÷íîñòÿìè:
 ε11 = ε22 = – (α + 1).
Ïîäñòàâèâ ýòè ýëàñòè÷íîñòè â óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíîâå-
ñèÿ, ïîëó÷èì ðåøåíèå

 p1 = p2 = 
(α + 1) c

α .

Âèäèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ïðåäïðèÿòèÿ èìåþò äîìèíèðóþ-
ùèå ñòðàòåãèè — íàçíà÷èòü öåíó íà óðîâíå (α + 1) c/α âíå çàâè-
ñèìîñòè îò âûáîðà êîíêóðåíòà. Ïðè ýòîì ðàâíîâåñíûå îáúåìû
ïðîèçâîäñòâà áóäóò ðàâíû

  y1 = y2 = 



(α + 1) c

α

α+1–β
 
 

.

Ôóíêöèè îòêëèêà, ñîîòâåòñòâóþùèå äîìèíèðóþùèì ñòðàòå-
ãèÿì, íà ðèñóíêå áóäóò âûãëÿäåòü êàê ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
îñÿì.

Åñëè ïðåäïðèÿòèÿ îáúåäèíÿòñÿ â êàðòåëü, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ε12

 = ε21
 = β, èç äèôôåðåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîâåñèÿ

êàðòåëÿ íàéäåì, ÷òî ýòîò êàðòåëü óñòàíîâèë áû áîëåå âûñîêèå
öåíû

 pj = 
(α+1–β) c

α – β ,

ïðè áîëåå íèçêèõ îáúåìàõ ïðîèçâîäñòâà

 y1 = y2 = 



α – β

(α+1–β) c

α+1–β
 
 

.  !!!!

p2

p1

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 65656565
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Ìîäåëü Áåðòðàíà ïðè âîçðàñòàþùèõ
ïðåäåëüíûõ èçäåðæêàõ

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò
ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòîÿíñòâå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ïðè àíàëèçå
öåíîâîé êîíêóðåíöèè. Áóäåì èñõîäèòü èç ñòàíäàðòíîãî ïðåäïî-
ëîæåíèÿ îá óáûâàþùåé îòäà÷å îò ìàñøòàáà, òî åñòü ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè âîçðàñòàþò è ïîëîæèòåëüíû.
Êðîìå òîãî, äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäåëüíûå
èçäåðæêè âîçðàñòàþò íåîãðàíè÷åííî. Àíàëîã ðàâíîâåñèÿ Áåðòðà-
íà äëÿ ñëó÷àÿ ðàñòóùèõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê áûë áû òàêîâ:
ïðîäóêöèÿ ïðîäàâàëàñü áû âñåìè ôèðìàìè ïî îäíîé è òîé æå
öåíå, è öåíà ðàâíÿëàñü áû ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì. Ìû ïîêàæåì
çäåñü îäíàêî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèÿõ
èçäåðæåê îïèñàííîå ñîñòîÿíèå íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâíî-
âåñèþ â ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè.

ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÃÈÏÎÒÅÇ ÌÎÄÅËÈ

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì Áåðòðàíà, åñëè íåêîòîðàÿ ôèðìà
óñòàíàâëèâàåò ñàìóþ íèçêóþ öåíó, òî âñå æåëàþò êóïèòü ó íåå.
Ýôôåêòèâíûé ñïðîñ, ñ êîòîðûì îíà ñòàëêèâàåòñÿ, ñîâïàäàåò ñ
ñîâîêóïíûì ñïðîñîì. Â ìîäåëè Áåðòðàíà, åñëè ôèðìà óñòàíîâèò
öåíó íèæå, ÷åì öåíû êîíêóðåíòîâ, è âûøå, ÷åì ïðåäåëüíûå èç-
äåðæêè, òî â åå èíòåðåñàõ è âîçìîæíîñòÿõ ïîëíîñòüþ óäîâëå-
òâîðèòü ñïðîñ ïðè äàííîé öåíå. Â ñëó÷àå æå ðàñòóùèõ ïðåäåëü-
íûõ èçäåðæåê ôèðìà ñ ìèíèìàëüíîé öåíîé íå îáÿçàòåëüíî óäîâ-
ëåòâîðÿåò âåñü ðûíî÷íûé
ñïðîñ.

Êàê èçâåñòíî, åñëè ôèð-
ìà j ñ âîçðàñòàþùèìè ïðå-
äåëüíûìè èçäåðæêàìè ñòàë-
êèâàåòñÿ ñ ôèêñèðîâàííîé
öåíîé pj (pj # cj′(0)) çà ïðîèç-
âîäèìóþ åþ ïðîäóêöèþ, òî
åé âûãîäíî âûáðàòü òàêîé
îáúåì ïðîèçâîäñòâà yj, ÷òîáû
ïðåäåëüíûå èçäåðæêè áûëè
ðàâíû öåíå:

cj′(yj) = pj.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôèðìà óñòàíîâèò öåíó íèæå, ÷åì öåíû

êîíêóðåíòîâ, òî åé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâûãîäíûì ïðîèçâîäèòü

ïðîäóêöèþ â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì åìêîñòè ðûíêà ïðè äàííîé öå-
íå. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 66, ãäå ÷åðåç pmin îáîçíà-
÷åíà ìèíèìàëüíàÿ èç öåí êîíêóðåíòîâ. Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îëèãîïîëèñò, óñòàíàâëèâàÿ öåíó, îáÿçóåòñÿ ïðîäàòü ïî äàí-
íîé öåíå ëþáîå êîëè÷åñòâî áëàãà, íà êîòîðîå áóäåò ïðåäúÿâëåí
ñïðîñ, òî ïîìèìî ðåøåíèÿ î âûáîðå öåíû ñëåäóåò òàêæå ðàññìîò-
ðåòü âîïðîñ î âûáîðå ïðîèçâîäèìîãî êîëè÷åñòâà áëàãà. Â ýòîì
ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Áåðòðà-
íà, â êîòîðîé âûáîð êîëè÷åñòâà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó â
ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè âñåãäà âûãîäíî ïðîèçâîäèòü ñòîëüêî, ñêîëü-
êî ìîæíî ïðîäàòü.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èãð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü
Áåðòðàíà êàê ðåäóöèðîâàííóþ èãðó. Èñõîäíàÿ èãðà ïðè ýòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, è â íåé îëèãîïîëèñòû ñíà÷àëà âûáèðàþò
öåíû, à çàòåì êîëè÷åñòâà, ïðè÷åì ôèðìà ñ ìèíèìàëüíîé öåíîé
îñóùåñòâëÿåò âûáîð ïåðâîé, ïîñêîëüêó ïîòðåáèòåëè â ïåðâóþ
î÷åðåäü îáðàùàþòñÿ ê íåé. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ïðåäåëüíûõ èç-
äåðæåê ìîæíî áûëî îãðàíè÷èòñÿ àíàëèçîì ðåäóöèðîâàííîé èã-
ðû, â ðàññìàòðèâàåìîì æå ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ àíàëèçèðîâàòü
ïîëíóþ äèíàìè÷åñêóþ èãðó.

Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè, åñëè ó÷àñòíèê, íàçíà÷èâ-
øèé íàèìåíüøóþ öåíó, ñî÷òåò íåâûãîäíûì ïîëíîñòüþ óäîâëå-
òâîðÿòü âåñü ïðåäúÿâëÿåìûé ïðè ýòîé öåíå ñïðîñ, òî íà ðûíêå
îñòàíåòñÿ íåóäîâëåòâîðåííûé (îñòàòî÷íûé) ñïðîñ. Âåëè÷èíà åãî
çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ïîòðåáèòåëè ïðèîáðåòóò ïðîäóêöèþ ïðî-
èçâîäèòåëÿ, íàçíà÷èâøåãî íàèìåíüøóþ öåíó, ò.å. îò âûáðàííîé
ýòèì ïðîèçâîäèòåëåì схемы рационирования.105 Äàííóþ ïðîáëå-
ìó ìîæíî íàçâàòü ïðîáëåìîé ðàöèîíèðîâàíèÿ. Ïðîöåññ ðàöèîíè-
ðîâàíèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Î÷åâèäíî,
÷òî ðàâíîâåñèå, â îáùåì ñëó÷àå, äîëæíî çàâèñåòü îò ñõåìû ðà-
öèîíèðîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, íà ïðèáûëü îëèãîïîëèñòà íàçíà-
÷èâøåãî íàèìåíüøóþ öåíó, íå âëèÿåò òî, êàêóþ ñõåìó îí áóäåò
èñïîëüçîâàòü, õîòÿ âûáðàííàÿ èì ñõåìà îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó
îñòàòî÷íîãî ñïðîñà è, òåì ñàìûì, âåëè÷èíó ïðèáûëè äðóãèõ îëè-
ãîïîëèñòîâ.

                                          
105 Ñàì òåðìèí «ðàöèîíèðîâàíèå» íå î÷åíü óäà÷åí. Çäåñü ñêîðåå èìå-

åòñÿ â âèäó ñòðóêòóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäàííîãî êîëè÷åñòâà áëàãà ìåæ-
äó ïîòðåáèòåëÿìè — êàêîå êîëè÷åñòâî ïîòðåáèò â êîíå÷íîì èòîãå êàæ-
äûé ïîòðåáèòåëü.

pj

cj′(y)
D(y)

pmin

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 66666666
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïîäðîáíî õàðàêòåðè-

ñòèêè ðàâíîâåñèÿ â äàííîé ñèòóàöèè. Íàøà öåëü çäåñü ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ öåíî-
îáðàçîâàíèå ïî ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì íå ìîæåò áûòü ðàâíîâå-
ñèåì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ìû áóäåì ïðîâîäèòü àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
ôèðì. Ïðè áîëüøåì êîëè÷å-
ñòâå ôèðì âûâîäû íå èçìå-
íÿòñÿ, íî ðàññóæäåíèÿ ñòàíóò
áîëåå ñëîæíûìè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïåðâàÿ ôèðìà óñòà-
íîâèëà áîëåå íèçêóþ öåíó
(p1 < p2) è ïðîäàëà y1 åäèíèö
áëàãà. Ïðè ýòîì âòîðàÿ ôèðìà
ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåêèì îñòà-
òî÷íûì ñïðîñîì, êîòîðûé ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç D2. Ýòîò îñ-
òàòî÷íûé ñïðîñ çàâèñèò êàê
îò êîëè÷åñòâà áëàãà, ïðîäàí-
íîãî ïåðâîé ôèðìîé, òàê è îò íàçíà÷åííûõ öåí: D2 = D2(p2, y1, p1).
Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè D2

îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäïîëàãàåìîé
ñõåìîé ðàöèîíèðîâàíèÿ.

 Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà
D2(p2, y1, p1) îïðåäåëåíà ïðè
âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ  p1, p2 è y1 (à íå òîëüêî
ïðè p1 < p2). Åñòåñòâåííûìè
òðåáîâàíèÿìè ê ôóíêöèè îñ-
òàòî÷íîãî ñïðîñà ÿâëÿþòñÿ åå
íåâîçðàñòàíèå ïî p2 106 è óñ-
ëîâèå

D2(p, y1, p) = D(p) – y1.
Íèæå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äâóõ íàèáîëåå ïðîñòûõ è  åñòåñò-

âåííûõ âàðèàíòîâ ðàöèîíèðîâàíèÿ — ïðîïîðöèîíàëüíîãî è
ýôôåêòèâíîãî ðàöèîíèðîâàíèÿ.

                                          
106 Ýòî òðåáîâàíèå äîâîëüíî åñòåñòâåííî, åñëè ïðåäïîëîæèòü  íåâîç-

ðàñòàíèå ôóíêöèè ñïðîñà D(p) ïî p.

Ïðè пропорциональном рационировании îñòàòî÷íûé ñïðîñ
ïðè êàæäîé öåíå ñîñòàâëÿåò îäíó è òó æå äîëþ èñõîäíîãî ñïðî-
ñà:

 D2(p2, y1, p1) = 
D(p1) – y1

D(p1)
 D(p2).

Òàêîå ðàöèîíèðîâàíèå ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì òîãî, ÷òî âñå
ïîòðåáèòåëè ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàþò â ÷èñëî òåõ,
êòî ñìîã êóïèòü òîâàð ó ïåðâîé ôèðìû. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ëèáî ÷òî  ïðåäïî÷òåíèÿ ó âñåõ îäèíàêîâûå, ëèáî
÷òî áëàãî íåäåëèìîå, è âñå ïîòðåáèòåëè ïîòðåáëÿþò íå áîëåå
åäèíèöû. Ïîòðåáèòåëåé äîëæíî áûòü «äîñòàòî÷íî ìíîãî».107

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî òàêàÿ ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ
âîçìîæíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîòðåáèòåëè ïî êàêèì-ëèáî
ïðè÷èíàì íå ïåðåïðîäàþò äðóã äðóãó òîâàðû (îòñóòñòâóåò àðáèò-
ðàæ)108.

Ðèñ. 67 èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé òàêîãî «ñïðàâåäëèâîãî» ðàöèî-
íèðîâàíèÿ. Ãðàôèê îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà
èñõîäíîãî ñïðîñà ïðîïîðöèîíàëüíûì ñæàòèåì ïî ãîðèçîíòàëè â
íàïðàâëåíèè îñè.

Ïðè эффективном рационировании ïðîäóêöèþ ïî áîëåå íèç-
êèì öåíàì ïîêóïàþò òå, êòî áîëåå âûñîêî åå öåíèò. Â ýòîì ñëó-
÷àå îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì  êðèâîé
ñïðîñà íà âåëè÷èíó y1. Ýòó ñõåìó  ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàòü â
ñèòóàöèè, êîãäà êàæäûé ïîòðåáèòåëü õîòåë áû êóïèòü åäèíèöó
áëàãà. Òîãäà, åñëè ó íàñ åñòü 15 ïîêóïàòåëåé, à ïåðâàÿ ôèðìà
ïðîèçâîäèò òîëüêî 5 åäèíèö, òî ýòè 5 åäèíèö ïîêóïàþò òå 5 èç
íèõ, êîòîðûå öåíÿò äàííîå áëàãî âûøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëü-
íûõ äåñÿòè ïîòðåáèòåëåé.

Õîòÿ îïèñàííîå ðàíåå ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàöèîíèðîâàíèå
êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä áîëåå ïðàâäîïîäîáíûì, îäíàêî ýôôåê-
òèâíîå ðàöèîíèðîâàíèå òîæå ìîæíî îáîñíîâàòü. Ýòîò ñïîñîá ðà-
öèîíèðîâàíèÿ õîðîøî îòðàæàåò ïîëîæåíèå äåë â ñèòóàöèè, êî-
ãäà áåç èçäåðæåê ìîæíî ïåðåïðîäàòü áëàãî (âîçìîæåí àðáèòðàæ).
Òîãäà, åñëè ýòî áëàãî ñëó÷àéíî êóïèë ïîòðåáèòåëü, êîòîðûé öå-
íèò åãî íèæå p2

 , îí ïåðåïðîäàñò åå òåì, êîìó îíî íå äîñòàëàñü,
íî êòî ãîòîâ ïðåäëîæèòü çà íåå áîëåå âûñîêóþ öåíó. Òàêèì îáðà-
                                          

107 Ñòðîãî ãîâîðÿ, äîëæåí áûòü óñðåäíåííûì ñïðîñîì áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà  (êîíòèíóóìà) ïîòðåáèòåëåé.

108 Ïðè íàëè÷èå àðáèòðàæà çàâèñèìîñòü îñòàòî÷íîãî ñïðîñà îò âûïóñ-
êà ïðîèçâîäèòåëÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ âûøåïðèâå-
äåííîé ôîðìóëîé.

DD2

p

y1p1

y
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D
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p

y1
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çîì, ïðè íàëè÷èè àðáèòðàæà (áåç äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò íà
ñäåëêè) ëþáîé äðóãîé ñïîñîá ðàöèîíèðîâàíèÿ äîëæåí â êîíå÷-
íîì èòîãå ñâåñòèñü ê ýôôåêòèâíîìó ðàöèîíèðîâàíèþ.

Êàê íåñëîæíî ïîíÿòü, ïðè òàêîì ñïîñîáå ðàöèîíèðîâàíèÿ

îñòàòî÷íûé ñïðîñ ñ êîòîðûì ñòàëêèâàåòñÿ âòîðàÿ ôèðìà, áóäåò
ðàâåí (ïðè D(p2) # y1)
 D2(p2, y1, p1) = D(p2) –  y1

Èç ñîâîêóïíîãî ñïðîñà D(p2) ìû âû÷èòàåì òî êîëè÷åñòâî, êîòîðîå
ïðîäàëà ïåðâàÿ ôèðìà, è ïîëó÷àåì îñòàòî÷íûé ñïðîñ, ñ êîòîðûì
ñòàëêèâàåòñÿ âòîðàÿ ôèðìà. Ýòà ôîðìóëà ïîäõîäèò òîëüêî åñëè
âòîðîé íàçíà÷èò òàêóþ öåíó, ÷òî D(p2) # y1. Åñëè æå D(p2) < y1, òî
âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ñïðîñà îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ, ïîñêîëüêó
ïî ïðåäïîëîæåíèþ òå ïîòðåáèòåëè, êîòîðûå öåíÿò òîâàð âûøå
D

–1
 (y1), óæå ïðèîáðåëè òîâàð. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòî÷íàÿ ôóíê-

öèÿ ñïðîñà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

 D2(p2) = 


   D(p2) –  y1,  åñëè p2 ) D

–1
 (y1), 

 0,  åñëè p2 # D
–1
 (y1). 

 

Íàõîæäåíèå îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïðè ýôôåêòèâíîì ðàöèîíè-
ðîâàíèè èëëþñòðèðóåò Ðèñ. 68. Îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïîëó÷àåòñÿ èç
îáùåãî ñïðîñà ïàðàëëåëüíûì ãîðèçîíòàëüíûì ñäâèãîì íà âåëè-
÷èíó y1.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ ýôôåêòèâíîå ðàöèîíèðîâàíèå
— ýòî òàêîå ðàöèîíèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ ðàöèîíèðîâàíèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè
êîëè÷åñòâà y1) áëàãîñîñòîÿíèå ñîâîêóïíîñòè ïîòðåáèòåëåé ìàê-
ñèìàëüíî (îòñþäà ñàì òåðìèí).

ÌÎÄÅËÜ

Â ñëó÷àå äâóõ ïðîèçâîäèòåëåé, èìåþùèõ âîçðàñòàþùèå ïðå-
äåëüíûå èçäåðæêè, ïîëó÷àåì ìîäåëü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ â
êîòîðîé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Ó÷àñòíèêè îäíîâðåìåííî âûáèðàþò öåíû, p1 è p2.
2) Åñëè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ, íàïðèìåð ïåðâûé, íàçíà÷àåò áî-

ëåå íèçêóþ öåíó (p1 < p2), òî ýòîò ó÷àñòíèê âûáèðàåò  îáúåì ïðî-
èçâîäñòâà, y1. Äðóãîé ó÷àñòíèê òîãäà ñòàëêèâàåòñÿ ñ îñòàòî÷íûì
ñïðîñîì, ñîîòâåòñòâóþùèì èìåþùåéñÿ ñõåìå ðàöèîíèðîâàíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ ýòîò îñòàòî÷íûé ñïðîñ, îí âûáèðàåò îáúåì ïðîèçâîäñò-
âà y2. Åñëè æå âûáðàííûå öåíû ñîâïàäàþò (p1 = p2 = p), òî ó÷àñò-
íèêè îäíîâðåìåííî âûáèðàþò îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, y1 è y2. Ïðè
ýòîì åñëè ñóììàðíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà îêàçàëñÿ ïðåâûøàþ-
ùèì ñïðîñ ïðè äàííîé öåíå (y1 + y2 > D(p)), òî ñïðîñ ðàñïðåäåëÿåò-
ñÿ ïîðîâíó ìåæäó ó÷àñòíèêàìè.

Ñõåìà èãðû ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 69. Ýòî íå ïîëíîå äåðåâî
èãðû, à òîëüêî óñëîâíîå îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ.

Ñòðàòåãèåé êàæäîãî ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå åãî äåéñò-
âèé â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûñòîðèè èãðû. Â äàííîì ñëó÷àå ñòðà-
òåãèåé j-ãî  ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ íàáîð

(pj, 7
 <
j (pj, p–j), 7 =

j (pj, p–j), 7 >
j (pj, p–j, y–j)),

ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà — âûáðàííàÿ öåíà, à îñòàëüíûå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè (íå îáÿçàòåëüíî îïòèìàëüíîãî) îòêëèêà
íà ïðåäøåñòâóþùèå äåéñòâèÿ ñâîè è ïàðòíåðà. Çäåñü 7 <

j  îáîçíà-
÷àåò êîëè÷åñòâî, êîòîðîå âûáèðàåò ïåðâàÿ ôèðìà, åñëè åå öåíà
îêàçûâàåòñÿ íèæå öåíû êîíêóðåíòà, 7 >

j  — åñëè íèæå, 7 =
j  — â

ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ öåí.
Êàê îáû÷íî, â êà÷åñòâå êîíöåïöèè ðåøåíèÿ ìû ðàññìîòðè-

âàåì ñîâåðøåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå, òî åñòü òàêóþ ïàðó
ñòðàòåãèé, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ðàâíîâåñèå Íýøà â êàæäîé ïîäûã-
ðå. Âûèãðûø ó÷àñòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé Πj,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ — öåí è îáúåìîâ, âû-
áðàííûõ ó÷àñòíèêàìè â õîäå èãðû. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü
ôóíêöèþ Πj(p1, p2, y1, y2) â ÿâíîì âèäå; åå íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïî
îïèñàíèþ ìîäåëè.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ìîäåëè åå óäîáíî ðåäóöèðîâàòü,
çàìåíèâ 7 <

j (⋅), 7 =
j (⋅) è 7 >

j (⋅) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè îïòè-
ìàëüíîãî îòêëèêà, êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç R

 <
j (⋅), R =

j (⋅) è
R

 >
j (⋅). Ýòè ôóíêöèè ïîêàçûâàþò îáúåì ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûé

ïðîèçâîäèòåëþ âûãîäíî âûáðàòü ïðè äàííîé ïðåäûñòîðèè èãðû.

p1, p2

p1 = p2p1 < p2 p1 > p2

y1, y2 y2y1

y2 y1

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 69696969
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Ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü áóäåò ñòàòè÷åñêîé èãðîé, â êîòîðîé ó÷à-
ñòíèêè âûáèðàþò òîëüêî öåíû p1 è p2.

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅÌ ÁÅÐÒÐÀÍÀ

Ðàññìîòðèì âåêòîð öåí è âûïóñêîâ (p%, p%, y%1, y%2), òàêîé ÷òî
ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ó îáîèõ îëèãîïîëèñòîâ ðàâíû öåíå:
 c1′(y%1) = p%   è   c2′(y%2) = p%,
à ñóììàðíîå ïðîèçâîäñòâî ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò ñïðîñ ïðè
ýòèõ öåíàõ:

 D(p%) = y%1 + y%2.
Ýòîò èñõîä åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü àíàëîãîì ðàâíîâåñèÿ Áåðòðàíà.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð ñòðàòåãèé (p%, p%) íå ìîæåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ðàâíîâåñèþ â ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. Ïðè÷èíà
ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü çàèíòåðåñî-
âàí óâåëè÷èòü öåíó, óìåíüøèâ îáúåì ïðîäàæ. Ñîêðàùåíèå ïðè-
áûëè îò óìåíüøåíèÿ îáúåìà ïðîäàæ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïå-
ðåêðûâàåòñÿ ýôôåêòîì óâåëè÷åíèÿ öåíû.

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþ-
ñòðàöèÿ ýòèõ ðàññóæäå-
íèé ïðèâåäåíà íà Ðèñ.
70. Ïðèáûëü âòîðîé
ôèðìû ðàâíà ïëîùàäè
ìåæäó êðèâîé åå ïðå-
äåëüíûõ èçäåðæåê è
öåíîé (ïëþñ ïîñòîÿííûå
èçäåðæêè c2(0)). Åñëè
âòîðàÿ ôèðìà íåìíîãî
ïîâûñèò ñâîþ öåíó ñ p%
äî p2, òî åå ïðèáûëü, ñ
îäíîé ñòîðîíû, âûðàñ-
òåò çà ñ÷åò ýòîãî íà âå-
ëè÷èíó ïðÿìîóãîëüíèêà
A, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû,  óïàäåò çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ïðî-
äàæ íà âåëè÷èíó òðåóãîëüíèêà B. Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè öåíû
ïåðâûé ýôôåêò ïðåâûøàåò âòîðîé, ÷òî è âèäíî èç ãðàôèêà.

Òåïåðü äîêàæåì áîëåå ôîðìàëüíî, ÷òî ñòðàòåãèè (p%, p%, y%1, y%2) íå
ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè öåíîâîé êîí-
êóðåíöèè. Ïóñòü âòîðîé ïðîèçâîäèòåëü îæèäàåò, ÷òî ïåðâûé
ïðîèçâîäèòåëü íàçíà÷èë öåíó p%. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå âòîðîìó âûãîäíî íàçíà÷èòü öåíó p2 âûøå p%.

Îáîçíà÷èì òîò îáúåì ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûé âòîðîé îëèãîïî-
ëèñò âûáåðåò â òîì ñëó÷àå, åñëè áóäóò íàçíà÷åíû öåíû (p%, p2), ãäå

p2 # p%, ÷åðåç R%2(p2), ò.å.

 R%2(p2) = R
 >
2 (p%, p2, R

 <
1 (p%, p2)) ïðè p2 > p%

è
 R%2(p%) = R

 =
2 (p%, p%),

ãäå R
 <
j (⋅), R =

j (⋅) è R
 >
j (⋅) — ââåäåííûå âûøå ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî

îòêëèêà. Ìû íå áóäåì ïîëíîñòüþ àíàëèçèðîâàòü, êàêîé âèä
èìåþò ôóíêöèè îòêëèêà (÷èòàòåëü ìîæåò ïðîäåëàòü òàêîé àíà-
ëèç ñàìîñòîÿòåëüíî). Íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî íåñêîëüêî ôàêòîâ
îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôóíêöèé. Ïðè äàííîé öåíå pj, åñëè íåò îãðà-
íè÷åíèé íà ñáûò ïðîäóêöèè, j-ìó ïðîèçâîäèòåëþ âûãîäíî âû-
áðàòü òàêîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà yj, ÷òîáû ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
áûëè ðàâíû öåíå:

cj′(yj) = pj.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R <
1 (p%, p2)) = y%1 è R =

2 (p%, p%) = R%2(p%) = y%2.
Åñëè ïåðâûé ïðîèçâîäèòåëü ïðîäàåò y%1 ïî öåíå p%, òî ïðè p2 > p%

âòîðîìó ïðîèçâîäèòåëþ íå óäàåòñÿ ïðîäàòü ñòîëüêî, ñêîëüêî îí
áû õîòåë, ïîýòîìó åìó âûãîäíî âûáðàòü âûïóñê â òî÷íîñòè íà
óðîâíå îñòàòî÷íîãî ñïðîñà. (Äîêàæèòå ýòî.) Òàêèì îáðàçîì, ïðè
p2 > p%

 R%2(p2) = R
 >
2 (p%, p2, y%1) = D2(p2, y%1, p%).

Åñëè âûïîëíåíî åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î ôóíêöèè îñ-
òàòî÷íîãî ñïðîñà:

D2(p%, y%1, p%) = D(p%) – y%1,

òî D2(p%, y%1, p%) = y%2 = R%2(p%).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ p2 # p% âûïîëíåíî

 R%2(p2) = D2(p2, y%1, p%).
Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðî-

ñà, D2(⋅), äèôôåðåíöèðóåìà ïî p2 (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè p2 # p%), òî
R%2(p2) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïðè y2 = R%2(p2) ïðèáûëü âòîðîãî ïðîèçâîäèòåëÿ áóäåò ðàâíà

Π2(p2) = R%2(p2)
 p2 – c2(R%2(p2)),  p2 # p%.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ ïðèáûëè â òî÷êå p2 = p% ïîëîæèòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè p2 # p%

Π2
′(p2) = R%2(p2) + [p2 – c2′(R%2(p2))]⋅R%2

′(p2).

Ïðè p2 = p%, ó÷èòûâàÿ, ÷òî R%2(p%) = y%2, ïîëó÷èì

�������

�������������������

�������������������

y2 y%2

p%
p2

y%1 + y%2

c2′(y)

D

D2A

B

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 70707070
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Π2
′(p%) = y%2 + [p% – c2′(y%2)]⋅R%2

′(p%).
Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ p% = c2′(y%2), òî

 Π2
′(p%) = y%2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè y%2 > 0 âûïîëíåíî Π2
′(p%) > 0.

Ìû íå çàäàåìñÿ çäåñü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì âîïðîñîì îá óñëî-
âèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî åñëè â öåíî-
âîé êîíêóðåíöèè è ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå, òî ïðîäàæè íå îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ïî öåíàì, ðàâíûì ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì. Òàêèì
îáðàçîì, àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê òîëüêî ìû èçìåíÿåì ïðåä-
ïîëîæåíèå îá îäèíàêîâîñòè è ïîñòîÿíñòâå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê,
òî ïîëó÷àåì, ÷òî âûâîä ìîäåëè Áåðòðàíà íåâåðåí.

Äèíàìè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè Áåðòðàíà
(ïîâòîðÿþùèåñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ)

Íàèáîëåå ïðîñòîé äèíàìè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè Áåðòðàíà —
äâå ôèðìû ñ ïîñòîÿííûìè è îäèíàêîâûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæ-
êàìè c, ó÷àñòâóþùèå â öåíîâîé êîíêóðåíöèè â òå÷åíèå (áåñêî-
íå÷íîãî) ÷èñëà ïåðèîäîâ âðåìåíè. Êàæäàÿ ôèðìà ìàêñèìèçèðóåò
ïðèâåäåííóþ ïðèáûëü,

Πj = 
∞

$
t=1

 δt–1
 ⋅Πjt

 ,

ãäå Πjt — ïðèáûëü ôèðìû i â ïåðèîä t, à δ –  äèñêîíòèðóþùèé
ìíîæèòåëü.  

Â ýòîé äèíàìè÷åñêîé èãðå Áåðòðàíà ñòðàòåãèÿ ôèðìû j îïðå-
äåëÿåò öåíó pjt, êîòîðóþ âçèìàåò ôèðìà â ïåðèîä t êàê ôóíêöèþ
îò âñåé «ïðåäûñòîðèè» öåíîâîé êîíêóðåíöèè Ht–1 = {p%

 
1τ, p%

 
2τ}

t–1
τ=1.

Îáùèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñòðàòåãèè ñëåäóþùåãî âèäà

p%
 
jτ = 



   p

M

 ,  åñëè p%
 
iτ = p%

M

  äëÿ âñåõ i, τ, 1 ) τ ) t–1

 c  â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
 

ãäå p
M

  — ìîíîïîëüíàÿ öåíà. Ñîãëàñíî ýòîé ñòðàòåãèè êàæäàÿ
ôèðìà â ïåðèîä 1 íàçíà÷àåò ìîíîïîëüíóþ öåíó çà ñâîþ ïðîäóê-
öèþ. Çàòåì, â êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïåðèîä îíà íàçíà÷àåò öåíó
p

M

 , åñëè âî âñå ïðåäûäóùèå ïåðèîäû îáå ôèðìû íàçíà÷àëè öåíó
p

M

 , è öåíó, ðàâíóþ åå ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáå ôèðìû, èñïîëüçóþò óêàçàííûå ñòðà-
òåãèè, òî â ðåçóëüòàòå îíè âçèìàþò â êàæäûé ïåðèîä ìîíîïîëüíî
âûñîêèå öåíû p

M

 .

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàçíà÷åíèå ìîíîïîëüíîé öåíû êàê íå-
ÿâíîå ñîãëàøåíèå ìåæäó îëèãîïîëèñòàìè. Â ýòèõ òåðìèíàõ êàæ-
äàÿ èç ôèðì ïðèäåðæèâàåòñÿ ñîãëàøåíèÿ, åñëè â ïðåäøåñòâóþ-
ùèå ïåðèîäû îáå ôèðìû íå íàðóøàëè åãî, è íàðóøàåò ñîãëàøå-
íèå, åñëè äðóãàÿ ôèðìà (èëè îíà ñàìà) â ïðîøëîì íàðóøèëà ñî-
ãëàøåíèå.

Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î äèñêîíòèðóþùèõ ìíîæè-
òåëÿõ óêàçàííûå ñòðàòåãèè ñîñòàâëÿþò ðàâíîâåñèå. Çàìåòèì, ÷òî
ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íîé èãðû. Â áåñêîíå÷-
íîé èãðå åäèíñòâåííûì ðàâíîâåñèåì áóäåò òàêîé íàáîð ñòðàòå-
ãèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäàÿ ôèðìà â êàæäîì èç ïåðèîäîâ íà-
çíà÷àåò öåíó íà óðîâíå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Òàêèì îáðàçîì, â
êîíå÷íîé èãðå îïèñàííûé Áåðòðàíîì èñõîä ðåàëèçóåòñÿ â êàæ-
äîì èç ïåðèîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ èíäóêöèþ,
ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ïåðèîä. Ïîñêîëüêó âûèãðûøè â íåì íå
çàâèñÿò îò äåéñòâèé èãðîêîâ â ïðåäûäóùèå ïåðèîäû, òî ôàêòè÷å-
ñêè ñîîòâåòñòâóþùàÿ èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ìîäåëü
Áåðòðàíà. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàâíîâåñèå
Áåðòðàíà â êàæäîì èç ïåðèîäîâ.

Теорема 37.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ñïðîñà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî
óáûâàåò Óêàçàííûå âûøå ñòðàòåãèè ñîñòàâëÿþò ñîâåð-
øåííîå â ïîäûãðàõ ðàâíîâåñèå ðàññìàòðèâàåìîé äèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè Áåðòðàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
δ # 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî óêàçàííûå ñòðàòåãèè ñîñòàâëÿþò

ðàâíîâåñèå Íýøà. Äëÿ ýòîãî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî íè îäíîìó èç
èãðîêîâ íå âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé ñòðàòåãèè, åñëè äðóãîé
èãðîê ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé ñòðàòåãèè.

Åñëè îáà èãðîêà áóäóò ïðèäåðæèâàòüñÿ ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ
ñòðàòåãèé, òî ïðèáûëü êàæäîãî èç íèõ çà îäèí ïåðèîä ñîñòàâèò

1
2 ΠM

  = 
1
2 (p

M

  – c)D(p
M

 )

Ñîâîêóïíàÿ ïðèáûëü çà âñå ïåðèîäû áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ðàâ-
íà

Πj = 
1
2 ΠM

  
∞

$
t=1

 δt–1
  = 

1
2 

ΠM

 

1 – δ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ â ïåðâîì ïåðèîäå íàçíà-

÷èë öåíó îòëè÷íóþ îò ìîíîïîëüíîé:
 p < p

M

 .
(Åñëè èãðîê â ïåðâîì ïåðèîäå íàçíà÷èò öåíó âûøå ìîíî-

ïîëüíîé, òî åãî îáùàÿ ïðèáûëü áóäåò ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó åìó
íå âûãîäíî íàçíà÷àòü òàêóþ öåíó.)

Ýòîò èãðîê â ïåðâîì ïåðèîäå ïîëó÷èò âåñü ñïðîñ öåëèêîì è
åãî ïðèáûëü ñîñòàâèò

 (p – c)D(p).
Âî âñå ïîñëåäóþùèå ïåðèîäû åãî ïðèáûëü áóäåò íóëåâàÿ, ïî-
ñêîëüêó äðóãîé èãðîê, ïðèäåðæèâàÿñü ñâîåé ñòðàòåãèè, áóäåò íà-
êàçûâàòü åãî çà îòêëîíåíèå îò ñîãëàøåíèÿ: áóäåò äåðæàòü öåíó
íà óðîâíå ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê. Îòêëîíåíèå îò ñòðàòåãèè â ïåð-
âîì ïåðèîäå áóäåò âûãîäíûì, åñëè

 (p – c)D(p) > 
1
2 

ΠM

 

1 – δ.

Ïðè íåïðåðûâíîé êðèâîé ñïðîñà èãðîê ìîæåò ñäåëàòü ïðèáûëü (p
– c)D(p) ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê ìîíîïîëüíîé ïðèáûëè ΠM

  = (p
M

  –
c)D(p

M

 ). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð ñòðàòåãèé
ìîã áûòü ðàâíîâåñíûì, òðåáóåòñÿ ÷òîáû

1 ) 
1
2 

1
1 – δ

èëè

δ # 
1
2.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî â ïåðâîì ïåðèîäå ïðè δ # 1/2 èãðîêó íåò
ñìûñëà îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé ñòðàòåãèè.

Âûãîäíî ëè åìó äåëàòü ýòî â ïîñëåäóþùèå ïåðèîäû? Íåò, ïî-
ñêîëüêó ñèòóàöèÿ áóäåò òîé æå — ïðèáûëè îñòàíóòñÿ òåìè æå ñ
òî÷íîñòüþ äî âîçðàñòàþùåãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñ÷èòàÿ
äèñêîíòèðîâàíèå è ïðèáûëü â ïåðèîäû äî íàðóøåíèÿ ñîãëàøå-
íèÿ).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð ñòðà-
òåãèé ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îí
áóäåò ðàâíîâåñèåì Íýøà â êàæäîé ïîäûãðå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïîíÿòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî âîçðàñòàþùåãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âûèãðûøåé êàæäàÿ ïîäûãðà ïîâòîðÿåò èñõîäíóþ èãðó.
&

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîé áåñêîíå÷íîé
ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ñóùåñòâóåò Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå (ñ òî÷êè

çðåíèÿ îëèãîïîëèñòîâ) ðàâíîâåñèå. Ôàêòè÷åñêè æå ýòî ðàâíîâå-
ñèå íå áóäåò åäèíñòâåííûì. Ìîæíî ïðèäóìàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàçëè÷íûõ ïàð ñòðàòåãèé, ñîñòàâëÿþùèõ ñîâåðøåííîå â ïîäû-
ãðàõ ðàâíîâåñèå, è ñðåäè ýòèõ ðàâíîâåñèé åñòü íå Ïàðåòî-
îïòèìàëüíûå.

ÇÀÄÀ×È

1. Íàéäèòå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Áåðòðàíà â ñëó÷àå íåîäèíà-
êîâûõ (íî ïîñòîÿííûõ) ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â
ìîäåëè ñ äèôôåðåíöèðîâàííûìè ïðîäóêòàìè. (Ïðåäïîëîæèòå,
÷òî äëÿ êàæäîãî èç îëèãîïîëèñòîâ âíå çàâèñèìîñòè îò öåí îñ-
òàëüíûõ îëèãîïîëèñòîâ ñóùåñòâóåò öåíà âûøå êîòîðîé ñïðîñ ðà-
âåí íóëþ. Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñõîäíû ñ óñëîâèÿìè èñïîëüçîâàí-
íûìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ â ìîäåëè Êóðíî. Âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Íýøà.)

3. Íà ðûíêå äåéñòâóþò äâå îäèíàêîâûå ôèðìû. Ñïðîñ íà
ïðîäóêöèþ j-é ôèðìû çàâèñèò îò ñîáñòâåííîé öåíû pj è öåíû
êîíêóðåíòà p–j:

yj = α2 – αpj + (α – 1)p–j  (α > 1).
Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ðàâíû 1. Ðàññ÷èòàòü ðàâíîâåñèå ïðè

öåíîâîé êîíêóðåíöèè ôèðì. Ñðàâíèòü ñ êàðòåëåì.

4. Ïóñòü åñòü äâå ôèðìû, âûïóñêàþùèõ äâà ðàçíûõ, íî ñâÿ-
çàííûõ â ïîòðåáëåíèè òîâàðà, âûáèðàþò öåíû  p1 # 0, p2 # 0 êîòî-
ðûå âëèÿþò íà îáúåìû èõ ñïðîñà. Ôóíêöèè  ñïðîñà çàäàíû óðàâ-
íåíèÿìè:

 y1(p1, p2) = 6 – 2p1 + p2,
 y2(p1, p2) = 10 – 3p2 + p1.
Íàéòè ðàâíîâåñíûå öåíû, åñëè èçäåðæêè ó îáåèõ ôèðì íóëå-

âûå.

5. Модель олигополии с ценовым
лидерством

Â ìîäåëè олигополии с ценовым лидерством ëèäåð (ôèðìà ñ
íîìåðîì 1) íàçíà÷àåò öåíó p, à îñòàëüíûå (j = 2, ..., n) âûáèðàþò
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âûïóñê, ñ÷èòàÿ öåíó ôèêñèðîâàííîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èãð,
ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ èãðó ñ ïî÷òè ñîâåð-
øåííîé èíôîðìàöèåé, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ýòàïîâ. Â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå, ìîäåëü îëèãîïîëèè ñ öåíîâûì ëèäåðñòâîì íàõîäèò-
ñÿ â òîì æå îòíîøåíèè ê ìîäåëè Áåðòðàíà ÷òî è ìîäåëü Øòà-
êåëüáåðãà ê ìîäåëè Êóðíî. Åå àíàëèç ôàêòè÷åñêè  ïîâòîðÿåò
àíàëèç ìîäåëè Øòàêåëüáåðãà è íèæå áóäåò ïðèâåäåí â óïðîùåí-
íîì è ñõåìàòè÷íîì âèäå.

Îïèøåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé
èíäóêöèè. Ñíà÷àëà ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âòîðîé ýòàï èãðû. Íà
âòîðîì ýòàïå ó÷àñòíèêè, îòëè÷íûå îò ëèäåðà, îäíîâðåìåííî âû-
áèðàþò ñâîè îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. Òàêèì îáðàçîì ôîðìèðóþòñÿ
îòêëèêè Rj(p), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷:

 pyj – cj(yj) → max 
 yj#0.

(Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòêëèêè îäíîçíà÷íû, è Rj(p)
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
öåíàõ.) Ýòè çàäà÷è, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò ñ çàäà÷àìè ôèðì ïðè
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, à ôóíêöèè îòêëèêà Rj(p) ÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè ïðåäëîæåíèÿ. Ïðè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèè îòêëèêà óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà:

 cj′(Rj(p)) = p,
òî åñòü ôóíêöèè Rj(p) ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè ê ôóíêöèÿì ïðå-
äåëüíûõ èçäåðæåê cj′(yj)

109. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ôóíêöèè
èçäåðæåê õàðàêòåðèçóþòñÿ óáûâàþùåé îòäà÷åé, òàê ÷òî ôóíê-
öèè ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê âîçðàñòàþò è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ îáðà-
òèìûìè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ëèäåð âûáèðàåò öåíó, îðèåíòèðóÿñü íà
ôóíêöèè îòêëèêà. Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ öåíû, âûáðàííîé ëèäå-
ðîì, ìîæíî îïðåäåëèòü îñòàòî÷íûé ñïðîñ:

 D1(p) = D(p) – 
n

$
j=2

Rj(p).

Ôàêòè÷åñêè, ëèäåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîíîïîëèñòà,
ñòàëêèâàþùåãîñÿ ñ ôóíêöèåé ñïðîñà D1(p). Òàêèì îáðàçîì, ëèäåð
ðåøàåò çàäà÷ó

  Π1 = D1(p)p – c1(D1(p)) → max  
p

 .
Íà Ðèñ. 71 äàíà èëëþñòðàöèÿ ðàâíîâåñèÿ îëèãîïîëèè ñ öå-

íîâûì ëèäåðñòâîì äëÿ ñëó÷àÿ n = 4.
                                          

109 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ïðè âñåõ p # 0.

ÇÀÄÀ×È

1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ â ìîäåëè öåíîâîãî ëèäåðñòâà. (Ïîäñêàçêà: Â êà÷åñòâå îá-
ðàçöà âîçüìèòå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìî-
äåëè Øòàêåëüáåðãà.)

2. Ïóñòü â äóîïîëüíîé îòðàñëè, â êîòîðîé ôèðìû êîíêóðè-
ðóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ öåíîâîãî ëèäåðñòâà, ôóíêöèÿ èç-
äåðæåê ëèäåðà è âåäîìîãî ðàâíû c1(y1) = c y1 è c2(y2) = y

 2
2 ñîîòâåòñò-

âåííî, à ôóíêöèÿ ñïðîñà ðàâíà D(p) = a – b p. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóì-
ìàðíûé âûïóñê áóäåò áîëüøå, ÷åì â ðàâíîâåñèè Êóðíî, íî
ìåíüøå, ÷åì Ïàðåòî-îïòèìàëüíûé. Ïîêàçàòü ðàâíîâåñèå ãðàôè-
÷åñêè.

3. Äâîå îëèãîïîëèñòîâ êîíêóðèðóþò ïî òèïó ìîäåëè öåíîâî-
ãî ëèäåðñòâà. Ëèäåð èìååò íóëåâûå ïðåäåëüíûå èçäåðæêè, à âå-
äîìûé èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ èçäåðæåê: c2(y2) = y

 2
2/2.

Ñïðîñ â îòðàñëè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé D(p) = 8 – p. Ñêîëüêî ñóì-
ìàðíîé ïðèáûëè âûèãðàëè áû îëèãîïîëèñòû, åñëè áû ñóìåëè
îáúåäèíèòüñÿ â îäíó ôèðìó (êàðòåëü)?

MC1

y1

p

MR1

D1

y1y2 y3 y4

y

p
D

R2(p)

R2(p)+R3(p)

R2(p)+R3(p)
+R4(p)

y1

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 71717171
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